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INTRODUCTION

Les difficultés que suscite interprétation des résultats d'un cer-
tain nombre d'expériences entreprises par le Laboratoire de Re-
cherches sur le Désherbage ont amené la Station de Biométrie du
C.N.R.F. a étudier de plus prés les problémes que pose lanalyse
de données recueillics sous forme de notation, L'expérimentation
des herhicides en sylviculture a souvent pour objectif la recherche
ide traitements de controle — et non de destruction — des espéces
adventices forestiéres: elle exige par conséquent I'appréciation de
l'imtensit¢ des dommages causés par lapplication d'un  produit
toxique plutit que la seule observation de la mortalité provoguée.
Dans ces conditions, il est impossible d'apprécier Ueffet d'un produit
antrement que par une notation conventionnelle dont la definition
idemenre, pour le moment, du ressort de chaque expérimentateur.

L'appréciation par notation n'est pas réservée a cette discipline:
de nombrenx caractéres concernant des arbres ou des plants fores-
tiers ne peuvent etre apprécids par une donnée quantitative, Le
proliléme de Pinterprétation de résultats d'expériences observés qua-
litativernent intéresse done ensemble de la recherche lorestiére et,
an deld, la recherche agronomique toute entidre,

Les difficultés suscitées par Uanalyse de données conventionnelles
chiffrées somt de plusicurs ordres et contribuent & rendre 'analyse
de variance dangerense ou inopérante, Cette analyse est en effet
assortie de conditions dont plusieurs sont, dans ce cas, difficilement
satisfaites, Dans tout modéle, méme le plus simple tel que:

Xy o= 0+ 0 4 &

Panalyse de variance exige:

| — que Terrenr g3 soit une variable normale centrée;

2 que les gy soient indépendants entre enx;

3 — que la variance des g, soit constante quels que soient 1 et j;
4 lorsquinterviennent plusieurs canses controlées, on admet

en outre additivité des effets,

Dans tout systéme de notations, la variable que constitue la note
est une variable discréte qui ne prend que quelques valeurs entiéres,
an plus une dizaine dans la pratique courante. Les hypothéses 1
et 4 sont alors pour le moins difficilement admissibles. L'hypothése
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3 d'homoscedasticité des erreurs peut étre controlée, par ex 1'-t1:||rh-
par un test de BARTLETT (encore que ce test soit trés sensible &
Fabsence de normalité). On comstate le plus souvent que les varian-
ves ne sont pas homogénes,

I existe encore une ressource; le changement de variables. Ce
[Irr.PIJJi:‘IiIE a 1!(":_1'2.1 fait llﬂlllj-i_'t fle nombrewses mises an |]llillt |H[:]{.
GHAUsEN (2), Rives (9], On suggére généralement la transfor-
mation arc sin \' x mais bien dautres ont été proposées depuis
les classiques log x, ' x on 4 x + 1 jusguanx scores de Fisien
et YaTes (5) et des expressions aussi compliquées que

log (x + 1)
¥ = Probit — (312 et a,: notes extrémes)

log (as + 1 — a)

Le choix dune variable transformée est largement facilité par
un gl‘a:allit|llt' préalable: Dacxevie (3), Jerrers (6).

Le changement de variable est parfois une solution acceptable,
notamment pour les transformations que nous avons qualifiées de
Ll.;l.b"-\.lq'lll 5, souvent ]l]t'\L'll' tans les T Ogrannes ‘[:: l.:l'l.]i'.'ll]h ([:Il!.l-
lyse de variance sur calenlatrices électroniques, mais interprétation
des résultats ne s'en trouve pas pour autant facilitée. Enfin, dans
certains cas, les chiffres se montrent rebelles 4 toute transformation :
tel est le cas de cenx gui figurent sur le tablean 0, 1 gui rassemble
les résultats d'une expéritnentation Jde 2.4.5-T pour l'elagage des
pourmands de chéne,

Dans une forét haut-marnaize, une parcelle a été divisée en trois
lots et, dans l..'!‘h"ll{lll.' lot, on a cluasi 40 chénes couverts de EOMr-
mands. Trois traitements, attribues au hasard 3 chague lot, ot
&té appligués, fin juillet I‘Jh_, aux gourmands accessibles aux ap-
pareils :

T1 — une pulvérization classique a 0,15 % éq. ac. 24.5-T,
T2 une pulvérisation classigue a 0,25 % i it
T3 — une pulvérisation pnewmatique 4 1,5 % » 0

Les résultats ont ét¢ observés en 1'% en attribuant 3 chague
arbre traité, une note conventionnelle de 0 (gourmands totalement
détruits) 4 6 (gourmands intacts).

Traitement 0 1 2 3 “ & 6
i | 0 8] 1 20 17 o] 40
™ o] ] 13 23 1 40
™ 2 |s| 6| 17 8 50
Total 3 2 [ 10 &0 4E 1| 120

Tablean 0.1 — Résultats: élagapge chepe 1962-10964
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Sur cet exemple, avcune transformation, parmi toutes celles i
ont €té suggérées par de multiples anteurs, n'a pu homogénéiser
les wariances, On verra plus loin gue Panalyse de Pinformation
permet Vinterprétation des résultats de ce tableaun.

Lorsque I'interprétation se heurte pinsi 4 'impossibilité de mettre
en cenvre toutes les ressources de analyse de variance, on doit
alors penser a wutiliser la méthode fondée sur le test 3% gqui utilize
les mémes proprictés d'additivité des estimations et des degrés e
liherté. Cette méthode n'est pas tellement simple lorsqu’on vemt
faire les caleuls a la main. Elle nécessite en outre certaines précati-
tions: si les effectifs des cases sont trop faibles, on pent étre amend
i dles regroupements qui, parfois, somt factices et entrainent toii-
jours une perte dinformation,

Il existe une méthode heavconp plus wéndrale Qanalyse de don-
nées statistiques, qui Sapparente encore du point de voae formel,
a lanalyse de variance sans qu'elle implique les mémes restrictions
concernant les lois de distoibution des erreurs, Elle dérive de Ta
théorie de information et son application & la loi multinomiale est
extremement féconde, Récemment signalée par Durrexoy (4), elle
est pen connue des chercheurs qui, dans e domaine agronomiogue
mtant gque dans le domaine forestier, v trouveraient sovent I solu-
tion du probléme difficile que pose Pinterprétation 'on ensemble
lobservations par « notation »,

La théorie de Pinformation et ses applications sont exposdes dans
des ouvrages sévéres susceptibles de dérouter et de rebuter Tes cher-
cheurs gqui ne sont pas éja spécialisés en statistigue.  Plusieurs
entre eux nous ont demande d'exposer — sous une forime conedern-
sée et gqui demeure 4 lewr portée — certaines possibilités offertes
a lenr discipline par Uanalvse de Uinformation, Tel est le but e
el .’l!‘ti:‘ll_' ilil‘i 1'{'!‘-“'1.1' ';l.l" |1:|,'|'|Et1_"p'51"' ‘r{' T‘Hﬂ{‘r"i,'llit"h SOMITCeS l|'|ﬂi‘\ ‘r'l_l'i
se refere le plus souvent & Pouveage trés complet. mais tonffu, que
Konenack (8) a consacré 4 la théorie de linformation et i ses
apphicatinns en statistique, 11 s"inserit dans le cadree de In mtssion
iléducation  statistigue permanente gui constitue une des tiches
vssentielles de toute statiom de Biomdétrie et conditionne son effi-
cacité,

Une premiére partie est consacrée i un apergn théorigue  sur
Pinformation:  définition, propriétés, estimation  de  Tinformation
minima e dizerimination. Clest une entreprize difficile que cer-
tains jugeront abusive et d'antres dun moins noms Pespérons -
trop sommaire et schématique, Cependant, il était improdent de
développer les applications de Paoalvse de Pinformation aon cas (des
distributions. multinomiales en les présentant comme de simples
w recettes de cuisine w; les statisticiens conmadssent hien les erreurs
dinterprétation qui peuvent résulter dun usage abusit de telles
recettes, Nous offrons done 4 Uatilisatenr en puissance la possi-
Lilité de sassurer qu'il emplode & hon escient les méthodes danalyvse




054 L'ANALYSE DE L'INFORMATION

proposées ; peut-étre aura-t<il ensuoite la curiosité d'approfondir ces
problémes et d'en conmaitre les développements dans d'autres «do-
maines, tels que l'analyse multivariable (),

U'ne seconde partie expose les applications pratiques de infor-
mation en se limitant au cas particulier de la distribution multineg-
miale qui englobe les tables de contingence & double et triple entrée,
Les differents tests d'homogenéité d'échantilloms d'une Il muoltine-
miale, de meme que les nombreoax tests dindépendance des classi-
fications e tables de contingence sont illustrés par des exemples
empruntés anx dossiers de la Station de Biométrie. Ces exemples
sont assez nombreus pour que le lecteur, désireux dappliquer les
méthodes E"):]Kl,‘il:_“{'.‘i._ '|:|,1i5.~ct,' s‘pssurer :||:1'“ les emploie correctement.
Une table de n log na 4 décimales pour n = 200 deveait permettre
la plupart des caleuls courants (%)

(*) Ce sujet est développé par Kvileack (8) qui y consacre plus de 150
pages. ; )

(**) Cette table a ét¢ obtenue sur la caleulatrice © A E 310 duo Centre de
Caleul Aotomatigise de "Université de Nancy, Noous remercions M. le Profes-
senr LeGras, ainsi gue M. Tosassose qui a bien vouln rédiger {en ALGOL)
le petit programme nécessaire. U pent encore obtemir de la Station de Bio-
métrie du C.N.R.F., la table des valeurs de n log n {4 décimales) pour
200 = n o= 1000, Bien que le programme soit trés simple, il peut ftre éga-
lement mis a la disposition e toul whilisatesr d'une ealcolatrice equipee d'un
compilatenr ALGOL



PREMIERE PARTIE

DEFINITION ET PROPRIETES DE L'INFORMATION
ET DE SON ESTIMATION

0. — La notion d'information se rattache @ la connaissance de
lineertain et, dés lors. est inseparable de celle d'événement aléa-
toire, Clr, Talgébre des événements est différente e Valgebre des
nomibres @ les mathématiciens ont du mmaginer de nouveaux concepts
pour élargir le champ on s'exerce leur logique: la theorie des pro-
Labilités a largemenu participé mais doit anssi beancoup anx pro-
gres o'une théorie plus générale envore, la théorie de la mesure,
qui - constitue un domaine avancé des mathématiques modernes,

U'n exposé, méme trés succinet, de la théorie de Pinformation
ne saurait done, sans sacrifier 4 la généralité et a la riguenr do rai-
somnement, se préserver d'une certaine abstraction. Pourtant, le
point de départ est intuitif et, historiquement, les notions d'entropie
et d'information sont nées de Uétude de problémes pratigues, notam-
ment ceus que pose la transmission par Al des informations (Hae-
rLEY, Spannon) (7). La notion dinformation sSmpose & Uohser-
vateur de tout phénoméne aléatoire.

Un exemple lillustrera. Une urne renferme quatre boules et
T'om sait que celles-ci peuvent étre, soit toutes blanches, soit denx
Iilanches et deux noires; ce sont 13 denx hypothéses H, et Hy entre
lesquelles om s'efforee de discriminer la bonne. Cin tre une pre-
micre boule de 'urne, ce qui constitue une épreuve dont le résultat
(nleatoire) est la couleur de la howle, Sila boule est noire, on et
mmédiatement écarter Hy (4 blanches) au profit de Ha (2 blanches
4+ 2 moires). 5i la boule est hlanche on n'en tire ancune conclusion
immeédiate. La premiére houle étant replacée dans Furne, on effec-
tue, aprés brassage, un second tirage. Dans Phypothése oft Ta houle

(*) Sans oublier la thermodynamigoe o0 Pentropie est une fonction d'état.
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est encore blanche {conclusion différée), on peut, par application
du postulat et du théoréme de Baves, conclure que la probahilité
de Hy est angmentée (%), Ainsi le résultat de chaque éprenve,
quel quil soit, nous A apporté une information qui a contrilng
chaque fois 4 réduire incertitnide initiale : Vinformation dépend o
resultat de léprenve et de Ia nature des hypothéses,

| Définition de Finformation — Divergence
1.1 I information.
Soit deux mesures de probalilités  définies dans un esnace e
probabilité £ par:
(1, 1) wiEy — / Fa(x) o A (x) i =:1,23
«"E

pour tout 12 e & (%) et ME) =£ 0

i
o 1|'l|i SECril =Sl —— [|1_\:| 0 ()
dd
falx) est ln densité e prolalalité sénéralisée 0 < §i(x) < =

.

S Hy désigne Phypothése snivant laguelle T varinble aléatoire X
appartient i la population dont Tn mesure de probabilité est p, il
lui corresponid 1me certaine probabilité & priori P(I1,). Lorsque X
prend une valenr déterminée x. on pent encore définir une proba-
hiliteé & postérinei, que Von éerit POH, /x). on probahilité condition-

i*y Cf. Kexpare (71, vol, 2. LTS (LR

ﬂ*‘:‘ i, es1 une mesure de Jere dhahilite Al s ;l_"|||_:r;|l_ Flle est defimie sor
un expace de probabilits (L3, Q1) clest-fedire dans un espace L (ensemble des
evénements Elémentaires o) moni Qe s-algébre (on corps e Borel) @,
On suppose en onfre gue 0, cf i, sont absolument contintes Dune jar rap-
port G Tantre, co qui s'écrit:

"‘11 "HU-E |-1-2<1F-|-1 Iﬂtll 112
et gu'il existe une mesore kotelle ques

l.i!-ll 4

puyoel e appariiennent & oun ensemble domine par A

La densite de probabilité généralisée §fix), 1 = 1, 2 est défimic en '.'l.'“l'l'!]
tu théoréme de Radon-Nikodvm; voir par exemple Torrrar (113, chap. V.
{(*) {hh se lit & module & o ¢ sigmific que la relation qui précéde est vraie
i Pexclusion des ensembles B oappartenant & @4 (Eedl) et de mesure L nulle.
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nelle de H;, X == x éant donné. Lapplication du théoreme de
l3aves permet d'éerire

(1, 2) il
P(H1) £1lx
P(Hi/z) =
2 FiH gflrﬂwiﬂzifzixi

En donnant successivement a 1 les valeurs 1 et 2 dans (1. 2) et
en divisant membre & membre, il vient:
P(H /x) P{H) flix}

PEHE,’E‘I - PEHES fEExS

on encore, quelle que soit la base des logarithmes,

(L. 3)
£, (x) P(H,/x) P(H,)
log T = IDS'_P_['H_;‘;F log —f—j- '-r.]'-}

Au second membre .L]J]J"lr-iit la différence de denx termes liés
aux chances favorables a H,: le premier terme (aprés 'épreuve)
implique que l'on a observé une valeur X = x; le second terme
favant 'épreuve) l'ignore,

Le premier membre log [§i(x)/Ta(x)] définit alors 'information
apportée par X — x en fovewr de Uhypothése H, 11 peut etre
positif ou négatif ; c’est également le logarithme du rapport de vrai-
semblance.

L'information moyenne, relativement i py est, pour:

x:xe Eea

f
I{L:2; E -T—F/lng——;f-ﬁ‘dulj

. 1 f'],'['“‘I|
HI;H:E;TET/"T fl{x} lngw d 3ix}) My (E) » 0

#, (E) =0
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Si E s'étend 4 Pespace de probabilité towt entier £ on écrit:

(1. 5)

r.{x) £ylx)
I{l:E‘J-/lng-—-I—]- dul{ﬂs l{x,‘.l lu.:—{v—d;‘qx}

P(I-ir" P(H, )
/log F{ﬁ;«’“ﬁ- d'fl-l[?t] log _'}lf_}'
En effet p () — 1 par définition et dpy{x) = fi(x) d L (x)

I{1 : 2y est Pinformation moyenne de discriminafion en favenr
de H; (contre Hg) ou, plus suecinctement, Uinformation de py par
rapport 4 pa.

Cn peut définir de fagon analogue linformation de pe par rap-
port @ .

(1, 6)
I(2:1) /{]1 L Aix)
i - f.(x Cs ] d
2 ) N

1. 2 — La dfvergence.

On peut aussi définir une expression symétrique par rapport 4
H, et Ha, la divergence J(1, 2}:

(1. 7) J1, 2w I3 2 4 K21 1)

£, (x)
(£yfx) - fE[:n'.]} log _E‘;Tj dafx)

plH ,.-’x {1-! iz
jlﬂﬂ —{—-—'j Eillliif-] -leE _T_-'"_j du,, (x)

expression d'oi ont disparu les probabilités 4 priori p(Hy) et p(Ha),

Jil, 2) posséde certaines propriétés axiomatiques des distan-
ces (*). Elle mesure la difficulté de discriminer H; de Ha L'infor-

(*} A lexception de celle dite € inégalilé__llriangulaih: B!

AR + BC = AC
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mation I{1 : 2) peut, de la méme fagon, étre considérée comme

une mesure de la divergence ovientée entre Hy et He

1. 3 — Exemple - Distribution multinomiale.

Chaque population est constituée d'éléments appartenant & c
classes auxquelles les hypothéses H, attachent les probabilités pi,

= 12 Ty g S

L application de la formule (1. 5) an cas d'une variable discrite
donne ;

(L. 8)

[} P P P
Il1:2)= E p 193—1'1-;1 lng—-J-'!+p 105-1'-2-
) e a Py 11 Py 12 Paz
e 4 Py, log Ho
1o pEc
de meme
P.
2
{2 : 1) =] p,, loE
s 'y Ty
et
e

J(1, 2) = {p,, - Py,) log
IJ 1) 23 Pay

2 — Propriétés de l'information
2. 1 — Additiwité.

L'information est gdditive. Si deux événements aléatoires X et
Y osont indépendants, alors:

I(1:2: X, YN =I{1:2;:X)4+L1:2;7)

En particulier un échantillon de n observations indépendantes
fournit n fois Uinformation apportée par une seule ohservation,
ce qui satisfait 4 une exigence intuitive. L'additivité est du reste
une condition imposée a priori lorsqu'on définit de fagon axioma-
tique lindétermination d'une expérience, par exemple Pentropie
[ef. YacLom et Yacrom (13), p. 34].
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Si les variables ne sont pas indépendantes, additivité demeure
mais en fonction de probabilités conditionnelles ;

il : 2 X, ¥)o=1I(1 : 2; X) 4 I{l : 23 Y/K)

2. 2 — Convessté.

L'information est toujours positive sauf lorsque {3(x) = fa(x)
auquel cas clle est nulle.

I(1:2) =10 [i1:2) =0 =2 filx) = falx)

5i les deux densités sont les imemes, ancune discrimination n'est
possible par 1information.

U montre encore que s oo divise un ensemble E en un cer-
tain nombre de sous-cnsembles disjoints By tels que Uy, E, = F
la somme des informations relatives a chaque sous-ensemble E, est
inférienre i I'mformation globale sur E: autrement dit le grou-
pement des donnees diminue Pinformation ; on dit encore que 1%in-
formation est une fonction convexe (comme Pest aussi la fonction

tlog t).

2. 3 — Transformations,

L'information n'est généralement pas conservée (invariante) lors-
qu'on opére une transformation des données (choix d'une  statis-
tique) ; sa valenr diminue sanf =i la statistigue choisie T{x) satis-
f.'gﬁ 1;| :I‘t,'l:ltiﬂﬂ.'

£ (x) EI{TE_: b))
500 )

oy, e densité de probabilité
de la varinble transiormée

La statistique vy == Tix} est alors dite « suffisante »,

En résumé, Cinformation est addifive mais le regronpement, lo
condemgation ou In transformation des donndes entrainent e plus
gomwent wne perte dinformation, Dans Phypothése d'une statistigue
suffisnnte, Uinformation est conservée mais jamals accroe.

3 — Information minima de discrimination
3. 1 — Définition,
La valeur de Uinformation constitue une mesure de la divergence
w orientée » qui sépare 'hypothése H, de 'hypothése Ha: a ce



LIANALYSE DE LINFORMATION iy |

titre, elle peut penettre de discerner, dans un ensemble (donving)
ile mesures de probabilité py quelle est celle qui est la plus proche
e pa, en dantres termes, la plos ressemblante: clest celle qui fonar-
nira la plus petite valeur e T(1 + 2).

Omoa vu que 1(1: 2) = 0 Pégalité correspond & £i{x) — falx)
fui, dans notre cas, est sans intérét.

Nous rechercherons done un minimam 8¢ @ une velation imposée
qui peut étre la condition guiune statistique mesurable définie par
Vo= T{x) ait pour espérance mathématiquee une valeur donnée
1 ponr .

Cette condition sexprime sons fonme analvtigue par:
3. D

[ Ti(x} dp, (x) = [ Tlx) £,(x) d alx) = EI[T{I:I] =g

f éant un parnmétre des populations qui, comme X, peut étre
mutlticimensionnel (et qu'on se propose par la suite destimer sur
un ou plusieurs échantillons),

En associant fafx) 4 Uensemble des popalations de Thypothese
nulle et {(x) & celles de Thypothése alternative — dont 1'échantillon
constitue nn membre |14:.~i5i]1]f' - e mininisant la valedr de 1'in-
formation, on sélectionnera celle des populations de densité f.(x)
qui- est la plus proche, cest-i-dire la plus ressemblante & 1'échan-
tillon. Si cette ressemblance est trop faible, on rejettera Phypothése
nulle; en terme d'information, le rejet de Phypothése nulle mter-
viendrn st Ja valenr du minimum on o information minima de dis-
crimimation w dépasee Jeosenil de signification que Ton s'est fixé,

e démonire le théoréme snivant Kurreack (8), p. 38:

Théordme: S G0%) ol une fo0%) donnée 2ont les densités de pro-
lhabilités wénéralizées d'un ensemble dominé de mesures de proba-
bilités, et 51 Y = T(x) est une statistique mesurable telle que:

0 =JT(x) £,(x) d 1 (x)
existe
et
My (=] £,(x) & 1P 4 5ix)

existe sur un certain intervalle de =, alors:
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(3 2)
I{l:2}:91—103H2(1)=I(i:?_} i -E=§?Ing]~!2{t}

avec égalité si:

(3. 3)

¢ T{x)
= ' -
fi(x) = £9(x} = e 5 ()M, (1) (1)

Lorsgque = varie sur son intervalle T%(x) engendre ane famille
exponentielle de distribation ™)

3. 2 pplication & o loi nltinoariale,

Ponrr une distribution nnltinomiale on Veffectif total N est réparti
en ¢ classes, d'effectifa I'f"':pl'l:"”h Bre X o X

% 4+ %2 4+ L% =N

et anxquelles cont attachées les probabilités g, pa. . e
Pt pe o P 1

B ok e distribution est:

(3. 43

= = 1 i ]
p{x-] 'ﬂ{xlx 121 ssn X j ' 1 e X 1 nl PE pc

la vamable s est moltdimensionnelle (¢ dimensions) et discrete.

La distribution conjuguée p*{x) donnant Vinformation minima
de discrinnunation par rapport & Ia distribotion de densité plx) o
satisiaisant & la eondition:

E*{x) = 0, gui implique T(x)} = x dans (3. 1)

{*) Ce théordéme introduit la fonction exponentielle et Tix) _ (que pous
fertvons aussi ocxp [ Tix)], potamment lorsque x et = s=ont des variables
i plusieurs dimensions — dont Vinverse définit la fonction Iogarithme, Il en
résnlte que désormais les logarithmes utilisés sont népériens (hase e).
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S0k E¥x)=1f, =12 . ¢— 0 éant ici un paramétre
défini dans lespace 4 c-dimensions — est:
(3. 5)

exp{Tl XAV Xy bt T xc)
p*(x) = pix) - =

N ! P | " %y ©
“x U x| :|;1(F'1;II (po") see (pg%)
1 2 o
oil
(3. G)
py= s
"
p =
% e | Tg Te
Pye +PEE + ...pae
les =, étant des paramétres réels définis par
(37
3 b T2 Te,N
Bi-Fi 1ag{ple A P, © 3

d
pulsque 8, = 37[; log M, (1)

OUn remarque que la distribution d'information minima est encore
mnltinomiale.

{*) O démontre facilement que:

N :

gy .
M, (z) "1“‘5 B

dans le ecas dwne variable diseréte & c-limensions. En remplacant p(x) par
sa valeur de (3, 4) et.cT™ par exp (7, %, 4 .. 7, %) on ohtient le dévelop-
pement de la parenthise ci-dessus,
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[Yaprés (3. 7)

T i 1:1 T T
0y =Npe “Jipe "4 P, * EI*----pﬂl?'::]- Np}

il'on 'on tire =,

Tq %
ri-lugfai,—"ﬂpi}+lngk aves k =p e *+ pye AETTI = 0

I(=: 2 ; ONTI = ) . ptix) log % (1)
x

g ol TRERC ERNRPTE

1 2
=T 4 4O T o 23 P -Nlog k
(3. B}
f1 93 ‘e
9 = & ] i + 8 log e
I(e, 2 3 0.) =48, log Np1 + 8, log Np. e RS
Puisque K est arbitraire, on pent prendre K = 1 et alors
(3. 9)

Tz |r|g Irﬂ,__-'-.h;ll.l

4 Statistiques d'information

4. 1 — lstimation de Uiijormation,

Nous avons jusqu'a présent considéré ) comme un paramétre
connu de la population et nous avons défini 4 partir de ce parametre
la distribution conjuguée T%(x) gqui fournit Pinformation minimea
de discriminatiom: 10 21 donnée par la formule (3. 2),

Sur un échantillon de n observations 5nr'|{"p¢:1|.rf.'1.nlf.-; extraites
e population de densité de probabilité fo(x), nous utiliserons la

-
valeur observée de Tn statistique T(x) comme une estimation #x)

(1 B* 25 Ox) designe Uinformation fournie par échantilion Ox deffec-
fif N = % 4+ %X + oo 4+ %,
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e . A la valeur B de O correspond une estimation = de = implicite
dans ;

4. 1)

f log I’[2 {1} J

T{x) = 8(x) = - i{x) = 1{8(x)]

;
i "

Alors Pestimation de 1 est T:

4 2)

Iiw 22 ;00 = 8 {x) - T (x) - log M, F{x?}

S'il existe plusieurs estimateurs sans biais 0(x) de 0, nous choi-
sirons celul qui donne la plus grande valenr de 1% : 2) assurant
ainst le meilleur pouvoir séparateur pour la discrimination. De tou-
tes facons If* : 2 : O0) dans la formule (4. 2} est V'information
minimi de discrinination entre une population de densité de pro-
lahilité de Ia forme f%(x), pour laguelle la valenr du paramétre 6
est la meme que celle ohservée sur 'échantillon et la population dont
la densité e probabilité est fa(x), Plus la valeur de Pinformation
est grande, moing Méchamillon reszemble & Ia population fa0x).

Exemple : distribiction multinomiole,

I.'hypothése Ha suppose que Péchantillon J'effectif N appartient
G la elistrilation multinomiale earactérisée par les prohabilités

i =1,2 .. ¢ Z2p =1
on prendra pour meiller estimatenr e 8, = Npi*
Tﬂ, = %, effectif constate dans In classe i

Aders, en verty de (3 9) et (3, B)

4.
Xy
'::I =) ]"-'ﬂ ——
ij
(4. 4
- o Ic

A 1 x5
I(*: 2 ; DH]' =x1 MEEI'.IE log Hp2+ i xc lﬂngc
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formnle e Fun preud T wher e (1. 8) o0 Uon ferait Pro= gy 0L
Xy
— = py, avec naturellement (1 : 2 ; () = N I{] : 2),

[a formule (4 4) sera largement utilisée dans les applications
pratigues,

4. 2 — Classement ' hypotléses.

I peut se faire quun échantillon (s puisse étre ohservé sous
plusienirs hypothéses H, exhaustives et mtuellement  exclusives
auxqguelles somt attachées les probabilitds & priord POH,)

P(H) > 0 Z P(H) =1 i="12_ 7

O démontre gue =i les probabilites conditionnelles de Own appar-
tienpent 4 une famille exponentielle [telle que {*(x)] (*), la plos
petite valeur I{* : m) 1 << m = r de estimation I{* : i) — infor
mation mimima de discrimination ponr H; — est attachée a la po
piilation poiur laguelle le rapport de Ja probabilité o posterior
P{H, /0wy i la probabilité a prioen POH ) est maximun.

Célte valedr est une mesure e la divergence orientee entre
I'"échantillon et le membre de la famille H (des hyvpothéses H )y dom
il se rapprothe le plus, On Téerit alors 10* 5 Hi: Cest la statistique
{information mimma de discrimination.

43 Test d'lypothiése.

Lopsqu'on desire tester une hypothése nulle Hy par rapport i
une h:..']]nl:h:'-ﬁe alternative Hy, on pourta le faire en se fixant Ia
mleur a du risque de premiére espéce (probahilité de rejeter H.
lorsque Péchantillon appartient aux populations de Ta).

L'hypothése Ha sera rejetée si
Prob. [I(* : H.) — I{*: Hy) = C/Hy| =

4, 4 — Propriftés asvmplotiques.

lLes propriétés asymptotigques de la statistique d'information mi-
nima ont fait Pobjet de nombrenses recherches souvent lides i celles
dez propriétés asvmptotiques do logarithime du rapport de vrai-
semblance et plusieurs théorémes ont établi (WiLks, KurreErRmax)
fue sous certaines conditions ce rapport suivait une loi de ¥°, centré
dans 'hyvpothése nulle et non centré dans hypothése alternative.

{*1 La plupari des lois de distribotion classiques: lod nu_rnjale. lod  mmlti-
nomiale, Ini de Paixson, loi de ¥2, ete. <atisfont d eette restriction.
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Plus généralement. on démontre (%) que s Péchantillon appar-

tient i la population de densité de probabilité f2(x) ponr laguelle
1% 2 2 ; Ox) = 0 Vestimation T de T est telle que

2 1(% 2 ; On) est asymptotiguement distribuée conune 3° avec
k degrés de liherté, k étant la dimension du paramétre B: par exem-
e ¢ — 1 dans le cas d'une distribution multinomiale 4 ¢ classes
ion Ex;, = n constitue une liaison entre fes %)

On pent alors déterminer un intervalle de confiance asymptotioue
1 — o pour les paramétres de fo(x) en écrivant

272,00 £ ¥ (k a

¥2 (k, a) étant la valeur lue sur la table de %2, pour k degrés
de Hberté an zenil de probabilité a

Prob. [¥* = 7* (K, )] = u

La fonction 2 T(* : 2 ; On) étant une fonction convexe, on ob-
tient deux limites qui déterminent entre elles Pintervalle e confiance
du paramétre estimé de fa(x),

Un démontre également que lorsque échantillon n'appartient
pas a la population de densité fui(x) 2 1(* : 2 ; Oxn) suit asympto-
tiquement une distribution de 3® non eentré, avee k degrés de libertd,
le parametre de décentrage ¢ant 2 1(* = 2 ; Ox) dont la valenr est
nulle dans hypothése nulle,

On démontre enfin que la divergence [(* ; 2) définie comme an
paragraphe 1. 2 pour la Ioi T%(%) est asvmptotiquement égale i
2 1(* : 2) et par comséquent suit asymptotiquement la loi de y°
dans Uhypothése nulle et de 42 non centré dans Thypothése alter-
native.

Cogs portienlicr: loi mwltinomiale,

Dans le cas particulier de la loi multinomiale, on peat montrer
assez facilement lapproximation de 2 1(¥ : 2) par une loi de y=
(napoura>0 b>0

a—b a—nh
Sloeah £ —— (log x < x— 13z x >0
a b

(*) YVoir Koeiesck (8), page 102
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en approximant log a/b par la movenne des denx bornes i
proxmmation qui est d'antant meilleure que a/h est proche de |

a#b
on peut écrire:
gl s P
log a/b ~ -

2I(*:2;0)) A

COn retrouve au second membre une expression familiére qui
smt une loi de 32 4 (¢ — 1) degrés de liberté,



DEUXIEME PARTIE

APPLICATIONS PRATIQUES

0. — Nous nous proposons maintenant d’exposer un certain nom-
bre d'applications pratiques de Finformation. Te sujet est vaste et
nous nous limiterons volontairement an cadre restreint de la foi mul-
tinomiale qui permet la comparaison d'échantillons et 'étude des ta-
bles de contingence. 11 sera possible par la suvite, de developper ou
e prolonger cette étude dans d'autres domaines sans quil soit
nécessaire de revenir sur les principes théorigues de base qui ont
été exposes dans la premiére partie.

Remarques préliminaires

0. 1 — La définition de l'information, de méme que celle de l'in-
formation minima de discrimination | ou de son estimation 1 sont
valables dans le cas le plus général. La densité de probabilité géné-
ralisée dont la définition résulte de lapplication du théoréme de
Rapon-Nykopym w'a fait l'objet d'aucune restriction (hormis
I'existence d'une mesure de probabilité dominante différente de
zéro). A ancun moment, on n'a, en particulier, supposé gue la den-
sité de probabilité était celle de Ta loi normale (4 une ou plusieurs
dimensions). Cependant, les événements ou les suites d'événements
considérés sont toujours aléatoires, ce qui exclut en particulier,
tout abandon de la randomisation dans les dispositifs ot I'on se pro-
posera d'estimer un paramétre (ou leffet d'un facteur controlé).

0. 2 — La convergence asymptotique de 2 I(* : 2 ; Ox) vers Ia
loi de 3* est également démontrée de fagon génerale: la démons-
tration utilise le théoréme central limite et implique que 0 est de
la forme 1/n fois la somme de n vecteurs indépendants (0 est géné-
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ralement nultidinoensionnel) avant one matrice de covarianee hnie,
La convergence sera d'antant mienx assurée que le nombre dohser-
vitions sera élevé,

Cependant, T'estimation de Pinformation minima de discrimini-
tinn demenre une donnde valable pour apprécier la ressemblance e
deux populations (), indépendamment de son comportement asymy
totique, Elle pourra tonjours servir 4 discriminer plosieurs hyyo-
théses (ef, paragraphe 4. 2 ci-dessus) et & discerner la plus veaisem
hlable.

03 L'information fait intervenie des logarthmes NEpEriens :
om verra plus loin qu'il o'en résulte ancune complication particuliére
car il existe des tables de n log, n étendues et trés précises, On trou-
vera en particulier dans Kuiisack (M), o 367 et sq. des tables
donnant la valeur de n log n oavee dix décimales pOUT 1 COMpPTis
entre 1 et 1000,

Une table moins étendue, caleolée sur ln CATL 510 du Centre e
Caleul Automatique de I'Université de Nancy, figure en annexe. Sa
précision est largement suffisante pour les caleuls courants. Pour
fes nombres ne figurant pas =nr la table, on peut tonjours utiliser
In formule

log, 1 = 2,3026 logy, u

permettant de passer dex logarithmes décimanx anx logarithmes
népériens,

| Comparaison d'échantillons de populations multinomiales

. 0 — Rappelons brievement gque, pour un seul échantillon, il
est possible de tester une hvpothése nulle Ha: Péchantillon

(%), %o .. %), E % =N

appartient 4 la population multinomale dont les feéquences de clas
ses sont py, Epp = |1 i= 1.2 . ¢ par:

& 1 *y
I(* 1 2) 0y) = { %, 108 Fp-

formmle {4, 4} paragraphe 1-4. 1

-Eixi log x, - 4 %, logp, - Nlog N

(*) Ou de denx hypothéses caractérisées par leur i de répartition

filx), Tplx).
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2 1% 0 2 ON) est asymptotiquement distribuée comme 3* aver
e — 1) degrés de liberté dans Phypothése nulle, ce qui permet

de déterminer un intervalle de confiance pour 2 T(¥, p): =i la valeur
observée 2 1(* 1 2+ ON) caleulée 4 partir des x; observés par (4. 4)
vst inférieure & 3 5, us pour v = ¢ | degrés de liberté 'hypothése
nulle peut étre acceptée,

On montre encore que I(* : 2 ; Ux) pent étre décomposé de
fagon additive pour tester Vopportunité de certains regroupements
tle classes gque Vexamen des données peat suggérer, Nous laisserons
ce probléme de coté pour nous antéresser plus spécialement 4 la
comparaizon de denx on plusienrs Schantillons,

1. 1 — Comparmison de dowr Fohonttllons,

Le probléme est le suivant : on dispose de deux échantillons inde-
pendants dont les éléments sont répartis en o classes d'effectifs:

Ry B e K e X = x = N; pour I'échantillon 1
M Mo W oo N i 8 ¥y = Na poar 'échantillon 2

Peut-on admettre que ces denx échantilloms sont extraits dune
meéme population c-multinomiale ?

Oin testera une hypotése alternative Hy: les échantillons appar-
tiennent i deux populations distinctes. caractérisées par les proba-
bilités

1 (P Paze oo it oo P o Pryo= 1

(1. 1)
po @ (Pure Dom o Paiy o e E ps o= |

contre hypothese mualle Ha: les échantillons appartiennent a une
¥ . §omr Fpsg P
senle population caractérisée par les probabilités

(1. 2
LR T TR PR, 4 g o= 1

En vertn de la propriété dadditivité de Uinformation (cf. para-
sraphe | —— 2, 1) et de lindépendance mutuelle des échantillons.

£l 5

B

B a2l
11 log —==
I(1:2) =N, Ei Pyy log —pi + N, Ej Pny OB P,
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Les distributions conjugndées sont voir exemple du paragraphe

I e

pix)] exp I:rll Xy ¥ aeevy X )

- & a 5 -
p 1':1:' - Aj_ ol Al Ei P, ©Xp ['11 11}
(1. 4
pix) exp (1) X + oo vy, X))
" = =
pplx) Ay Ao =1y Py @xp iy vy)
(1. %)

It ¢ 2) = I{p® : p) -Ei[[rli E {xi} 1oy ES |:.‘Fi]]

s 1 T le _ T2l s T 2o
—h1(P1E1+--+pce ) - Ny (py e +aeep e )
par apphlication de la formmle definissant I(* @ 2) (paragraphe
[ 3. 1),

Fn posant

E* (x,) =N, p* Ef (y,) = Ny 03,
11
comime dans Pexemple du paragraphe | — 3, 2, on a:
11 Tay
p, & e
Pl - et R
: 2i
11 e Ta Tq
Py & R, 8 P Mo +pce'c

dCon T'on tire les valenrs de LA - TR - | |_|. 5} devient

(1. 6)
P i

I{(p* : p) = N_ T p* Al i &

(e el L “ Py log b, + "2 L p51 log )
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L'estimation I{p* : p) de Lip* : p) fait appel aux meilleurs esti-
mateurs sans biais de p*y; et de p*ay qui sont les fréquences rela-
tives observées ;

. x_i fr = fi d'ol
11 Hl 21 2 '
~ = x ¥ ¥
I(p* : p) = Hl. Ei ﬁ log Nlii + HE I:i @ log NE:i
(1. 7)
- . Xy ¥y
Ip* & p) = El I{xi lag E & }"i log ngi )

[estinztion de Tinformation minima de discrimnation que nous
venons de calenler est relative & une hypothése nulle spécifiant les
valeurs p, des probabilités de classe commune aux denx échantillons.
Le test de I(p* : p) dépasse par conséquent le but que nous nous
sommes assigné qui se limite au test de Vhomogénéité des échan-
tillons ; en effet, une valenr de T(p* @ p) non significative autorise
4 ne pas rejeter les hypothéses simultandes :

les échantillons en premier lien sont homogénes hypothése
Hal.y;

ils appartiennent en outre & une population dont les proba-
hilités de classe somt les valeurs de p, adoptées dans l'expression
(1.7} hypothése Ha (./p). L'hypothése Ha de la formule (1. 2)
eof ainsi Vintersection de deux hypothéses

H-_r = H: () N 1[:: {.l.-'rl'.l‘:l

Iinformation T(p* : p) peut étre additivement décomposeée pour
tester chacune de ces hypothéses : un premier terme permet de tester
les meillenres estimations sans biais p:

B, = i 1
1 N, + I'IE

des probabilités de classe (4 partir des deux échantillons groupés)
par rapport aux p;; le second terme, analogue & un terme derreur,
permet de tester homogénéité des échantillons a Tégard de cette
estimation commune.

A . HE = HE (=} ﬂHE (*/p) eorrespond

T(p* : p) = T(p* ¢ B) + I(ps »)



U7 LANALYSE DE L' INFORMATION

En explicitant les valeurs correspondantes, on obtient le tablean

danalyse suivamt, o 2, désigne la sommation de i = 1 41 = ¢
Composan e ; degrés de
At Informations Tihattd
z i s, . e Yy
2 IR : p) 2 11:-:1'31'1.'1.‘-'}“ W+ 8T 5 g =1
i 2 1
- (K, + N x (W, + N, ] ¥
- A B s 1 2 AL
2 Ip* p) 2L ix, log Aoz, + 5 ) & las i, +7 3 ] =1
1 Ny fx +yy Wolx, + ¥,
2 1lp*: g) L I = - fa - 1)
= Lip®: pl 2L x, 1o = ¥ log m—— 2 = 1
i Wiy T8 WPy
Tablean 1.1 — Apalvse e Vmformatien (2 échantillons)

La colonme w degres de liberte » imdigue cenx de la distribution
de ¥* vers laquelle tendent asvmptotignement chacune de ces ex-
pressioms dans Phypothése nunlle, Llexpression de T(p* : p) n'est
autre que celle de la formule (1, 7) oft les probabilités 3, somt rem-
1'|.|:Ll:‘l.r‘t'.*-'~ jmr lewirs estimations _:11‘1’:1:]‘1@!.".\'-:

x4 + }'i
B, = =
i N, +H
1 2
Le test o homogénéité se fait en comparant la valeur de 2 I(p*: p)
a o valeur de ¥® sigmificative pour ¢ — 1 degrés de liberté, En
développant, il vient:

il. &)
I(p* : p) = 2 (x; log x; + ¥, log y) + N log N
— Zi (x + ¥ log (x + yi) — Ny log Ny — Na log

avee Ny 4+ N = N,

Tous les termes sont de la forme n log o et peavent étre faci-
lement calenlés dés lors quon dispose d'une table (%),

(*] En ce gm concerne les valeurs significatives e 3= la plupary des ou-
vrages de statistique, par exemple Vessexeav (12), renferment des tables
donnant ces valenrs aux seuils de 3 %% et de 1 % an moins josqu'a 30 degrés
de lihertd, Au deli, on pent otiliser la table, dgalement classique, des pro-
babilités  cumulées de I loi pormale en considérant gque la variable

\f-?“ﬂ — g/ 2v—1 suit approximativement la loi normale réduvite. On aora

toutefois mtérét a consulter des tables plus complétes, par exemple dans
SwEpkcor (10, pp. 28-29),
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Exemple dapplication.

Pour une expérience destinée 1 etudier les possililites de des-
trisction sur pied du charme par badigeonnage a hauteur 'homme
avee une solution de 2.4.5-T dans le fuel domestigue, on a sélec-
tionné 144 tiges qui ont été traitées en 1962 4 trois épogues diffé-
rentes (symbolisées par A, I’ et H) et & deux concentrations (1 et
2). Tattribution des traitements étant faite an hasard sur des lots
de méme effectif, les résultats imt été observés en 1965 en attn-
bmant 4 chagque arbre une « note » choisie dans wne échelle de
0 a6 — 0 correspondant a Uarbre mort ¢t & 4 Parbre indemne.
Ces observations sont condensées dans le tablean 1, 2 (il n'y a
pas d'arhres notés 6).

Epoque Dose [#] 1 2 3 4 5 Total

1 10 1 ] ) P 5 2L

A 2 0 a 3 2 5 i 24

Tetal 20 1 & 5 7 9 i

1 B 1 1 8 3 3 24

F 2 11l 1 1 i 2 5 2L

Total | 29 | 2 | 2 | 12 5 B 4

1 kel Q 1 % i 9 24

H _2 L&) 1 4] 1 9 T . 24

Total 9 1 i L 7 i& 45

Total (A + P+ H) [ 88 [ 4 | 9 | &1 23 | 33 150
Tablean 1.2 — Traitement badigeonnage 24.5-T - 1962

A titre dlexemple de la comparaison de deux échantillons, nous
prendrons celle qui concerne les dens doses (e V'éponue H ot
I raison apparaitra plus lom,

On a ici B; = Na = 24 Les valeurs de x, + v, figurent sur
la ligne « total » e la éase FH: 9 1, 1, 4, 17, 16

Ny + Na= N=48
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d'oit {en tenant compte que 0 log 0 = 0);

| Ei x, log x, + E:I. ¥y log ¥y = B, 1491

+ Nlog N + 185, 8176
= Blxy +y) log (x, +y,) - 117,886

- N, log N

i N, log N, - 152,5h66

i~ a

-

iI= 12,5739

2 Tip* : p) = 3,15 est asymptotiquement distribuée comme 3
avec ¢ — 1 = § degrés de liberté, Alors:

0,25 < Prob. ¥ = 515) < 050

Bien que le nombre Qobservations ne soit pas trés éeve (N = 48,
ot pent penser quil existe une marge de sécurité suffisante pour
affirmer que les dens distributions (done Tes résultats des traite-
ments) ne différent pas significativement,

Remarque: 11 n'est pas inutile de rappeler que est 2 1 (et non T
l|1li st la distribution de xﬂ: il ne faut done pas onettre de nl-
tiplier par 2 la valeur trouvée pour T, une telle omission pouvant
évidenment modifier radicalemen les eonclusions du test,

I. 2 — Cownparaison oy Musiewrs dehantillons,

Nows voulons maintenant comparer r échantillons afin de con-
nattre s7ls penvent appartenir i une méme population multinemiale
et, dans la néeative, 54 existe des échantillons on des gronpes
d'échantillons appartenant 4 des populations  distinetes.

[echantillon Qordre i. I ‘Eé i ‘E; r. sera défing par

(xy) & x40 Xyps o Xyy voen Xy lejge
Nous poserons:
E = E L =N =
4 Xy Ny 3 Xy " Xy , Ny =N E.‘lx..'l
1. 21 uwalyee globale e Phomogénéild.

Dewx |'L:.'rn‘:thlf':-i{'.-'- reEnvent 1.-‘1F[_‘ f1|r|111|]{~+:5'.

Hy: les r échantillons appartienment & des populations multino-
miales distinctes dont les probabilités sont respectivemient :

pi £ {pilF Pizr LU pic.} ia 1; 2 ses I
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H.: les r échantillons appartiennent & une population unique -
ractérisée par p: (P, e . el cest-A-dire

Ty == T tout 1, 1 = 15 17 [ijif

Un raisonnement analogue 4 celui du paragraphe 1. 1 précédent
montre que:

(1.9

s Py
I{1: 2) E1 I!«I1 ﬁJ pij log =

(1. 10)

1

Ifp* &+ p) =L, f-é %, 4 log TS

De o méme fagon Pestimation I(p* : p) peut ftre décomposéee
additivement en deux termes: 1(p : p), relatif aux écarts entre les
py et I meilleure estimation sans Diais & partiv des ¢ echantillons
groupés et 1(p* @ p) relatif aux déviations par rapport 4 p i lin-
térieur des echantillons, Ces denx estimations suivent asymptoti-
quement une distribution de ¥* avec respectivement ¢ — 1 et
ir— 1} (e — 1) degrés de liberté, Le test ' hoinogreneité des échan-
tillons se fait en comparant la valeur de 2 I(p* : p) d la valeur
de 32 significative an senil de probabilité choisi.

D'ont le tablean danalyse qui suit:

Composante due & Informtion Degrés de liberté

X X

2T :p) EE‘nglumig: e =1
; N, |

21 (p*: §) EEiﬁjxiJlngﬁE (p = 1) (e - 1)
2 %)

g )
21 (p* s p) 21.1 Eg.xi.jlos'h‘p, r (e - 1)

Tableay 1.3 — r échantillons - Analyse globale

o les sommations sont étendues de 1 & r pour i et de 1 & ¢ pour j.
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Le tableau ci-dessus exprime, avec les memes notations 1 an
paragraphe 1, 1, que

La valeur gqui nons imtéresse 2 T(p" © pp se développe encore
e n log oot pent s'éorire;

(1. 11

1 : =2 & log x
El{ptp"}sﬂi-ifjxlll logxiéwﬁﬂloglﬂ Jx.",l A

- N

a2 fi Hi lag i
Eremples dapplication,
Hyemple 1:

NOUs reprenon s |Il'ht'l1!]|]1' cite dans Fintroduaction, e tablean des
frogquences etaat le soivant

Traitement G 1 2 .. 4 = & Tatal
T1 143 0 1 2 20 17 &) &0
T2 1 e 8} 2 13 | 23 1 LG
T 2 2 5 & 17 o] 0 g

Total (x ] 3 2 ':*-I 10 o | 48 1 N = 120

Tablean 1.4 — Trattements chominques élagage, 1962

Loes 1otz e |i5;||1':- el e colonnes sont I'l'.‘i|H'('|'-I'l.-'l_‘|H1,“'|'|l les N,
et les x5 de la formule (1. 115 La table n log n doit done étre
consultée pour tontes les valenrs inférienres et marginales du ta-
blean. (I trouve ici.

EE x4 log xluL 302, 6630
+ H log N + 574, 4990
- EN, log Ny - W4p BERG
- I xJ log x, - bag By7h

E{E t p%) = 14,6390
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2 1 = 2925 est asvmptotiquenent distribude conmme ¥° avec
2% 6 =12 degrés.de lilwrté r =3, c = 7).

Comme %o = 2103 et *%.m = 26,22, on peut conclure que
les trotements différent significativement, L'examen du tablean sug-
wore que Ty differe probablement de T, et Ta. Nous verroms qu'il
est possible de tester cette hypothése en décomposant 2 T(p : p*).

Exemple 2.
IZn repremant les donmées do tablean 1. 2, on trowve pour 'ana-

Ivse globale des 6 échantillons (3 éfpoques 0 2 concentrations) :

Tp : p*) — 2487186 4 7156531 — 4821001 — 457,6398
— 18,6228

2 1 = 37,25 vst distribuée asymptotiqguement comme 3¥ avec
5 x 5 == 25 degrés de liberté, La valenr Hmite ap seuil 5 %
est alors: ¥ = 37,65,

]I }' il 1]{_‘,“ dL' ['hﬂl'l_l.'f_':‘i IH]'III' [JI.'H' [ﬂ‘H r]i.:‘ilf‘ilrl]til.l‘"!'- ".‘ﬂJ'i'I:'nt. ]]fll]“lg{,“t]'e:\-
et il serait intéressant de disposer d'une analvse plus fine en dissé-
quant davantage ces échantillons, ce qui est possible comme on va
le voir,

1. 22 Analyse progressive de Dhomogénditd de dif férents
dehantillons,

On démmmtre que la loi de disteiluation de deux échantillons appar-
tenant i une méme loi multinomiale peut étre considérée comme le
produit de la loi de distribution multinemiale de Péchantillon unigue
{constitué par 'ensemble des deux précédents) par la Ioi de distri-
bution conditionnelle de ceux-cl, étant donne échantillon |'c-g:mu1x_"-
()

Cette propriété s'étend de proche en proche et permet la décom-
position e hypothése dhomogénéite en un produit (ou micnx

(*7 Tl sufft dexpliciter les probahilités plx,, s = pixhplxy) et
pixy + ®el des dchantillons :

x 3 (x., Kin v xlc]l Ry {J:El, Xy vy, ]

{xl + J:E]I : [xll HESTTIE ST S LI

par lx formule domant les prahabilités de la bod multinomiale, On voit alors

e |
plx, + x5) = plxy) plxy) = plx; + %) - ‘{{xl’ 12}411 + 5y )
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intersection) d'hypothéses successives, conditionnées par les précé-
dentes et dimpliquant le regronpement progressif des échantillons,
Cin peut écrive, sous forme symbolique,

H

= Hel.fl, 2 n H, (1+2, 30 ces sea Ho (1 +2+ ...4r-1, 7)

A cette cascade d'hypotheses correspond une dichotomie des in-

formations puisque Pinformation est additive méme en termes de
probabilités conditionnelles, Om o tonjours (ef. paragraphe T — 2, 1)

f1:2; X, Y )=1(1:2;X) +1I{1:2; ¥Y/X)
O peut done décomposer

I{p* i1 B) = 1(H, & H,)

en (r-— 1) termes, qui asymptotiquensent, sont distribués comme ¢
a (e ) degrés de liberté, Line telle analvse permet de mettre
en evidence ]':l1|11:|r'ﬁifr|l il échantillon :||.1:i 1'eal [sas |1|'Hn|'r;.’{éﬂt‘
par rapport au groupe des précédents, d'on son intérét dans certains
Cis.

Posuns
= Ky, T Xy, F e K 2 gl era=1
Va3 = 1y 7 Ty 1)
les vy sont les sonimes pour chaque classe ] — des éléments

des i premiers échantillons (totaux partiels o colonnes » jusgu'a
la ligne i).

L'echantillon groupé a pour effectif total:

+

Fil FiE,"'nquic:N +H, % ... M. = M

1 2 i 1

La décomposition de 2 I(p* @ p) s'efectue dans Ia forme indiguece
au tablean 1.5

A noter que chaque éape de Vanalvse angmente de (¢ — 1) le
nombre de degrés de liberté de la composante d'homogénéité par
suite du regroupement progressif d'échantillons homogenes entre
cux. Ce regroupement n'est évidemment plus justifié des lors qu'ap-
parait un échantillon i qui n'est plus homogéne par rapport & l'en-
semble de ses prédécessenrs (1 G i 1), 11 fant faire alors appel
il partition par groupes d%échantillons,



Composante

Homogénéité sntre 1 et 2

Homogénéité entre 3
et (L + 2) (ensemble)

Homogénéité des
échantillons 1 & r - 1

Homogénéité entre r
et {1, 2 voo . T -1)

Homogénéité 1 A T
2 I(H, : H,)

Information Degrés de liberté
3 Hx
g ¥ b % 1ngﬁg~—i=1 e
om0 1 Y21
Q M, ¥
2 i 1 [x}J log ;E—fzi + ¥y log %1——21} L |
J 3 733 2 73y
r w1l o I x
2 | h %, , log = 11 a2 o =1)
O e s | 1 ¥r - 1,3
Nx Ny
o -1
2 [ (x il:lg—'-‘!"l‘l'h' l.IJE,—-r—L'j- R |
g1 W N.X, =l Moot %y
r [ Nx
i g ILouﬁi {52 1Y 8 < 1)
f =l | = = i |

Tableay 1.5 — r échantillons - Analyse progressive,

HELIVHY ]

H1l

NOLLVIREOANT ]

86
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Conmne ]Ir!:-‘{'l‘_'tl.t‘llI1|:Il.'|:I!. les lernes ||!‘ I'information sofl Lous (l['
Ia forme n log noet les caleuls ne présentent ancune difficulté lors-
fquon dispose d'une table dommant ces valeurs.

Exemples d'application.

FExemple 1:

Nous poursuivons Panalyvse des données de Pexemple 1 du para-
vraphe 1. 21 dont une précédente analvse a montré qu'ils n'étaient
s homogénes: comme examen des chiffres semble indigquer gue
les echantillons T1 et T2 le sont, nous commencons notre analyse
||I.'“.’:|-P’“5"i‘-'¢' dans Vordre du mhlean ar la eomparaison T1 : T2

Traltesent Variable a 1 2 -] 4 - & Hy
Tl By a o 1 2 20 it s ] ko
T2 25, 1 o L] 2 13 3 1 Lo

e = ¥ay 1o (1) & |3 || 1|80 M

Tahlean 1.6 Analyse T1 @ T2,

La comparnison détaillée des dchantillons est o simplifide en
raison de lewr nombre : il suffiva de caleuler ln composante d’homo-
wendéité de T et T2 pour en déduire par différence la comparaison
(1 4+ 23 3; la sonwne des denx informations partielles est en
effet ¢gale & U'information 1{H, © Hay — I(p* & p) déji caleulée
préeddemment.

[ peut écrire:

(1. 12)
2 i e, <
x, , log - T T = . 1o
1 N x B Xy, * M, log
i 11 J 1 3"'3_] g £ 1 1] 1 ¥y M?
- T B, log N, - V¥ ¥ 1 ;
gk g1 PB4 g Tay 28 Ty
ol Zy indigue la sommation de j =14 ] = ¢

Les valeurs de vop fgorent an tablean 1, 6, par aillenrs:

) PP, R My = N; + N, = 80
11, 2) = 2163125 + 3505621 — 2051104 2684851
= 32791

2101, 21 = A56
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Avee O degrés de libertéd, on oo 3% — 12,59 T valeur trouvée
pour 2 T west done pas significative

de fait 0,25 < I'r (y" = 6,56) < 0,50 —

et Ton peut admettre que T1 et T2 comstituent des échantillons
homogénes entre eux.

La composante 2 I(1 <= 2 : 3 vaot, pur différence (cf. para-
sraphe 1. 210

211+ 2, 3 =2 1p": 1) 211, 2
= 2078 12,59 = | 6,60
dl —_— El x.‘:ﬂilllt — 16.3]

L'analvse de linformation indique done que le traitement Ta
donne des [régquences signifcativement différentes de celles données
par les traitements T1 et T2, celles-oi pouvant étre considérées
comime homogénes entre elles.

Rewmargue,

Cet exemple a ét¢ volontairement choisi pour souligner lea dan-
gers de Pautomatisme dans Votilisation des méthodes  statistiques,
Le test d’homogénéité sur les échantillons T1 et T2 conduit & con-
clure que ces échantillons peuvent étre considérés comme apparte-
nant & une meme distribation multinomiale dont les probabilités
attachées 4 chague classe ont pour valeur les fréquences relatives
marginales p; = vu/Ms. On ohserve ici que py = 0 (classe 1),
ce qui signifie qu'en réalité la distribution commune ne comporte
plus 7, mais seulement & classes, Dans cette h:.'lmthf:'sc_ un test d'ho-
mogénéité plus précis peut dtre logiquement appliqué en abaissant
de 6 & 5 le nombre de degrés de liberté du 3% asymptotique mais
om ne peut plus deés lors comparer des distributions dont le nombre
de classe est différent suivant le choix des regroupements opérés.,.

Si T'on observe dans une classe des effectifs nuls sur plusienrs
échantillons et une fréguence trés faible pour ensemble de cenx-
el om doit se demander si Vexistence de cette classe est justifide.
[ question se pose manifestement pour les données du tablean 1, 4
ofn I'on constate gue les notes 1 et 6 sont abzentes dans deux échan-
tillons sur trois et que lewr fréquence relative, pour Pensemble,
Cal msqwﬂivemem 1760 et 17120, La définition de la notation con-
it 101 i admettre e I'om peut, comple tenu e 1a marge 1]'ﬂp|;ré-
ciatiom individuelle d'un observateur, regrouper les classes 1 et 2
ot Tes classes 5 et 6, ce qui évite d'avoir i affronter un probléme
théorique délicat.
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Hremple 2:

Sur les domees du tabienn 1, 2 iparagraphe 1. 1), nous allons
tester homogénéité des quatre premiers échantillons A1, A2, P1.
P2 et lewr comparer le cinguicme (H10 Pour Ta clarté des ealenls,
nons constituons Je tablean suivant

Traitement Variable o | 1 2 | L] 5 Totaux
T

Al 1=1 ZII.I_‘:| 0 i 3 3 2 = 2% (W1}

BE 1L=3 Xy w0 | o| 3 a 5 g 24 (H2)

Pl 1=3 %4 Bl a 8 3 3 24 {Nz)

P2 fad % g ||| & 2| s | 2% mm

Al & A2 & P1 + P2 7y w5 3 & 17 12 17 GE (A
H1 125 X 4 3| o 2 3 B ) 2k (H5)

Al & K2 & Fl + P2 & HI 35_.1 N2 3 9 20 20 26 120 (M5)

Tablean 1.7

Nous calevlons d5bord 10l & 44, conm sty e inforimation
interne anx cchantillons 1, 2, 3 ot 4 de fagon 4 tester Phomogénéité
e cet ensemble. FEn développant, il vient

A 4

If1ay)= ¢
i=1

I

FH
g ®yy 1051“+Hll_ log M, - L N, log N

1=1 "1 1

= E,j J’qh.l log FJ*J

Nora: Un remargue gque fe caleal de o log nosapplique toujonrs
LTS 'I':lh.'l,'ljl." 'i”l.l"l'”l'h el '|||i|'|'.'._'i:|i|.|1'." |]'|'| 1.'[1:'11'-'!1] "”I'Ih1i1'|,'|1.l: L 11' ,'_(t'll1l'|:u:'
echantillons ctudié.

il 44 — 1615695 4 4381774 05,0032 2RH,95H.3

= 5.6954
201 a4 = 1139 est distribuée asymptotiguement comme
¥ aver 3 ¢ 5 e 15 degrés e liberté, Ta probabilité J'ohserver
i valenr trouvée est denviton 075 car Mrob (3° = 11.04) = 0.75.

U peut. sans risgque, eonelore o Phemogéneaté des gquatre pre-
miers échantillons,

| étape suivante consiste @ calenler s seconde composante e
Vinformation attachée 4 v comparmison de Péchantillon § et dn
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groupe 1 4+ 2 4 3 4+ 4 considéré connme échantillon d'une distri-
htion d'effectif total :

Ni 4+ Ne 4 Ny 4+ Ny = M,

Un développe encore les différents termes de la formule donmant
cette information, ce :|m' lonime, 1T mise en facteur des uantites
non idexées par j:

. T 2 S
By 2y 108 Key + 1og Mo o Bydgy = 0By - 2y X5,

S 11 1 .
115& log ;.r_EIJ-i-E-J FN-J- log F4J+ UEME Ey”

- Fj Yuy log Yo

Fn tenant compte des épalités suivantes |
L =N L - = = L
1% "N 3 ay "M R B RCY
il vient:
E = L L
J""“J log :.r”-l- JI5J log 15j+H5 1::quE5"I'I|4 log Mt;

- N. log N

5 e i

g =ty ¥y 108 ¥,

En définitive, on retrouve, une fois de plus, les valeurs internes
et marginales du tablean constitué par Véchantillon groups (1 4 4
vt Péchantillon introduit dans le test dhomogendité, réele dom
lintérét pratique est évident car elle évite de ¢ reporter a des
formunles 4_‘:::11]11']:!11{'!'5 (&1 AppaArenes ),

Sur les chiffres du tablean 1, 7. on trouve:

[ = 3319004 + 5744990 5144507 345026 = 74161

21 = 1483 est distribuée comme 3* avee c 1 = 5 degrés e
liberté, Cette valeur est significative car la probabilité de 3* = 1483
est voisine de 001 (la valewr correspondant a 0,01 est 15,060, U
conelut a l'existence d'une hétérogénéité significative entre 'échan-
tillon 5 et les précédents.
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1. 23 Comparaison de groupes d'échuntillons,

Drans Vexemple 1 gqui précede, on aurait pu considérer que en-
.‘\L‘I]]]jil’_‘ I'll;_‘ lri'li"'i {'El]ﬂl“i”ll'ﬂ‘i |I“['|"|'1'|i‘t I:_"Il'llﬁli.‘ll.'lt‘l‘ 1'_1|._"|_'|}-i. y"l'n“]j{'h'. |'II..'II‘"
coté Tl et T2, de lautre T3; plus généralement, il se peut que
les conditions de Pexpérimentation nécessitent o que Pexamen
des données suggére ides groupements possibles au sein de 'en-
semble des échantillons, Lo question se pose alors de savoir si de
tels groupements sont valables, c'esi-i-dire Jde tester leur homo-
weneité interne et dans Vaffirmative, dexaminer s'ils appartiennent
A des distributions multinomiales distinetes. Kn analyse de variance,
la méthode des contrastes pent permettre des jugements analogues
[ analvse de Tinformation wrtorise également de telles comparaisons
price i la préciense proprict¢ dadditivité,

i <r 1<j<ec

LA

Soit encore v échantillons %, 1 2

o suppose qu'on divise ces ¢ échantiflons en deux groupes et que
Pon désire s'assurer de la validité des Fegronpements.

Le groupe 1 est constitué des échantillons 1 & k, le groupe 2

de k 4+ 1ar On pose alors:
Ei‘j.xld+xEJ+ '“xHJ T1=E,] 21,5
Bag M goio g i 408y =5 3,

[ déeomposition de Pmiormation se fait alors eomme st

Composante Infermation degrd de liberté
NZ HZ,?
Entre groupe 1 I wiigor % | s ” R
et groups 2 = '_,'-':ELJ lag T, x, N ZEJ Log Texll il
K 5 :!1
Homogénéité du groupe 1 2T E,x, log N—z-'l {k =1} {n =1}
1=1 * . i 1}
r T-’: -
Homogénéité du groupe 2 2 T E x, . log E-"—z-—'* {r -k=-1) {a - 1)
-pey 4 M 1 %2y
v Wx,
EI{p':E):RL(Hl:HE,} g2 L kK x.lo:—‘l {r -1} (e = 1)
R b W
1=1 e |
Tablean 1.8 — r échantillns - Analyse e proupes.

Comme précédemment, le deéveloppement «des termes des infor
mations partielles se présente comme nune snite de n log n et ne
preseite ancune diffienled,
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Fremple dapplication

Sur les données du tableau 1. 2 (paragraphe 1. 1), nous allons
tester effet de la dose d'application en constituant denx oroupes
odl"échantillons,

d'une part, Al, A2, Pl et P2 (groupe 1)
— d'antre part, H1 et H2 (rroupe 2}

ce qui donne les valenrs suwivantes de 2y, Zay, Ty et T

Ly 30, 3, & 17 12 17 Ty == 96
Zuy: 9, 1,1, 4 17, 16 Ty = 48

En développant les formules des composantes du tablean 1. &
on trouve, par exemple, pour la composante interne auw groupe 1

(1. 13)

k k
v L x,,logx, , +TLlogT™ -E N logN -E Z  log?2
1=1

Pl 1) i) 1 - Wiaiar T ¥ 1)

14 encore, ne subsistent an développement que les valeurs inter-
nes ou marginales du tablean partiel constitué par le groupe d'échan-
tillons. De méme pour la composante d’homogénéité entre groupes
qui s'éerit:

(1. 14}
EJ Z“> log 21‘3 + Ej ZE.J log ZEJ + N log N - i:j X, log X
- '1"l log T; - '1"2 log '}.‘E

la régle habituelle sapplique en considérant comme valeurs internes
les totaux partiels des deux groupes.

Les composantes internes & chaque groupe d'échantillons ont
déja été calenlées précédemment (avec des notations légerement dif-
férentes) aux paragraphes 1. 1, exemple d'application, et 1. 22, ana-
lvse progressive, exemple 2,

Om oa tronvé I(1 4 4 = 5.6054 211 a4 = 11,39
I(5 et 6) = 2,5739 2 I(5 et 6y — 515
la comparaison des deux groupes donne:

1 — 406,8045 + 715,6531 — 4881091 — 6239950 = 10.3535
21 = 2071
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Le ¥* correspund i o 1 = 5 deprés de Tiberté & e praala-
lalité inférieure a 0005 Les deux groupes différent donc signifi-
cativement,

Fa additionnant les trois valents {ronveées powir Uinformation

2 [5,0954 + 25730 4 103535] = 2 w 186228

o retrouve bien Tinformation totale qui a éé caleulée pour le tost
d'homogénéité globale de "échantillon (paragraphe 1. 21, exemple
a-:':l ‘.11.‘“1" 'rE*riﬁ '1"I[il i ].IE‘TI:II-r‘[ 4']1_' l;"'llr'lt1':-;l1i"r f:-.l; ';|T|_'|_'||5.'..: tontes h-_.;‘ -IH"”.
1::'1'{'['."-\ ilf]{]iti\.t".ﬂ iles r'_l.'_,f‘.l'|'.'.'_l.'1.r.ln'_l’.‘ |’1;.lr.l.l_|¢'|rf.-'_j e ]'inff:ﬂ“;d}““ f:li..:l'.'l ni-
lent de Vadditivité de I fonction logarithme, On [outrait encore
décomposer Momogénéité interne anx rompes 1A 4 en deux com
posantes d’homogéndité interne a (1 + 23 et (3 4+ 4) et une compo-
sante d'homogéndité des deux groupes précédents, O voit combien
la méthode est souple et permet de tester de nombrenses hypothéses.

Si nous récapitulins les résultats de Panalyse exhaustive des ré-
sultate du tablean 1. 2, on eomstate ce qui suft:

— l'ensemble des traitements w'est pas homogéne,
Fensemble des traitements A et P l'est, de méme que 1'en-
semhble H1, H2,
il existe des différences significatives entre les denx aroies
ainsi déhniz,

Ui peat conclure, sur le plan pratique, que Tinfluence de L dose
west pas significative et qu'en ce qui concerne Ta saison dapplica-
tion, on obtient des résultats comparables au printemps et 4 Pan-
tomne (cest-d-tlire pendant la saison de végétation), ces résultats
ctant supdérieurs A cenx gque on observe avee un tradtement d'hiver,

Remarque 1:

Linformation se decompose de fagn additive suivant un schéma
qui n'est pas sans analogie avee celui de Panalyse de variance — sans
parler naturellement du 3 ponr lequel Ta ressemblance est encore
plus marquée,

Rewmargue 2!

I faut encore insister sur le fait qu'en dépit de la complexité ap-
parente de In formulation des termes de Information, les ealeuls
seraménent toujours A la sonunation de termes en n log n. Dans
les cas simples, on ponrea toujours utiliser une table; est-il néces-
saire d'ajouter que le calenl des £ oo log noest un jeu pour le calen-
lateur électronique qui pourra #re mis 4 contribution dans les
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cas plius compliques. Une régle simple s'applique anx sommations
relatives au test dhomogénéité déchantillons groupés: on caleu-
lera les valeurs de n log n pour les différents termes du tablean
{intérieurs et marginaux) et leur signe découle du tablean suivant,
quiil est facile de retenir :

Par exemple:

"~
I{1:2)=CCx +Nlog N =L, x, logx, - LN, log N

e iy (R o

i

i 1]

2 — Tables de contingence

2, 0 — Une table de contingence est wn dchantillon d'une loi
multinomiale dont les constituants sont classés suivant deux ou plu-
sieurs critéres. Si une table de contingence & double entrée r % ¢
se présente formellement comme un tableay de comparaison de ¢
échantillons indépendants d'une loi multinomiale 4 ¢ classes, il
faut se parder de confondre les dewx problémes.

Dans la comparaison d'échantillons, les probabilités afférentes aux
cases d'une méme ligne ne sont pas indépendantes, Elles sont lides
par la relation E; py; = 1 ou encore E; x5, = N, effectif total
choisi pour "échantillon i.

Le nombre de degrés de liberté total du ¥* asymptotique de l'esti-
mation de information minima de discrimination 2 I(p* : p) est
ainsi r{c — 1),

Dans une table de contingence & double entrée, le nombre de
classes de la loi multinomiale n'est plus c, mais rc correapondant
aux différentes combinaisons des deux caractéres observés sur les
N individus, L'effectif d'une ligne n'est plus fixé a priori: on le
constate. Le nombre de degrés de liberte du ¥* asymptotique de
Festimation de l'information mimima de discrimination

2 I[(p)* : (p)] est alors re — 1
car on a une seule relation: E; £ py; — 1.
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A I'hypothése d'homogénéité des échantillons se substitue une
hypothése 'indépendance des caractéres définissant la classification
en lignes et en colonnes, Cette distinction est un peu analogue &
celle qui sépare, dans l'analyse de variance, le modéle fixe du modéle
aléatoire (dans le modéle fixe, il st utile de comparer les moyennes,
dans le modéle aléatoire cette comparaison est sans intéret).

2. 1 — Tables de contingence @ doulle enlrée,

Soit une table de contingence i r lignes et ¢ colonnes dans la-
quelle on a classé les divers individus d'un échantillon d'effectif N,
Peffectif d'une case étant %y 1 £ iK1 1KjsC¢C

Les fréquences marginales observées gont respectivement :

X =L x
1i. 1J x'J.Ei;iJ

E &
et ixi._EJx__J=H

L'hypothese nulle est Thypothese d'indépendance des deux carac-
teres ||l1i, e1nn terines tle prll|'1.'1]:i|iléﬁ, S'f."cl'il avee les rl'JEﬂl'lt'.‘i iTII:HL‘{':iZ

Py = P, P

Nous testerons done 'hypothése alternative Hi.

Hy : pyy % o, Py pour an moins un couple (i, j) py > 0

E, EJ Py = 1
contre Phypothése nulle,
Ha: py = pi. Py Vi j
avec:
Eipj..:l Ej p“jnl pi- }0 p.‘j} O

On montre, comme dans le cas de la comparaison de r échantil-
lons, que
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(2. 1)
P
I{H : H =N L I —‘t.al__..
1 e} 17y FL} log pi P-J

Pour la distribution conjuguée (p)* dont les paramétres sont la
meilleure estimation sans biais pouvant étre obtenue 4 partir de
I'échantillon, Pestimation I|(p)* : (p)| a pour valeur:

(2. 2)

- x
Ifp)® = = i

En pratique, nous ne voulons pas tester I"échantillon par rapport
a I'hypothése Hp qui implique des valeurs définies py, et p, des
distributions marginales. L'hyvpothése nulle Hy dépasse done 1'ob-
jectif recherché: heureusement, elle peut encore etre décomposée
en plusieurs sous-hypothéses dont elle constitue Uintersection,

(i peut en effet écrire:

Hy = Hy (R) NH, (C)NH, (R xc)

Hy (R) et Hy (C) spécifiant les valeurs et py et Ho (R X C)

exprimant lindépendance sous ces conditions,

L'information 1[(p)* : (p)| se décompose alors additivement en
trois composantes qui correspondent respectivement

— aux deviations entre les p, et leurs estimations i partir de
I'échantillon,

— aux déviations entre les p; et leurs estimations 4 partir de
'échantillon,

— aux déviations par rapport a l'hypothése d'indépendance,
compte tenu de Pestimation ci-dessus des distributions marginales.

On montre que les meilleures estimations des paramétres sont:

:i" ;" Ii— 1!
By, =W $5 = Biy=3 -+ o4
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et I'analyse k ide 'imformation se fait suivant le tablean ci-aprés:

Composante Information degrés de libertd
Lignes x
. i
ﬁi.' :;L.-"'H 2K x,  leg ¥, r-1
Colonnes -
- 5K T cotal oy
ﬁ_-] K.J-""H g K-.._'I La] HDIJ [
EE-M N 11.1
21 (p}*: (B) 2L, L) x, log {r -1) (e -1}
. N
1:%ed
- %
. £ i ¥ . ’
Total 2 I{(p)* ¢ (p)] 2E I 1, ma;...pi‘p‘] re -1
Takhlean 2.1 Independance, table 1 double eptrée,

Le caleul de la composate d'mdépendance est tonjours aussi aisé
avec Ia table de n log n. {n a en effet:

(2. 2)

2 IEF':" : (B) :I|- .’-_’EEi EJ 1“ log xi,j + N log N - E-i x, log X,

®

-B. = log *

% 3)

Cette expression suit asymptotiquement une loi de 3* & (r — 1)
f¢ — 1) degrés de liberte dans 'hypothése d'indépendance. On
remarquera son analogie formelle avee la valeur de 2 I(p* : p)
dans le cas de la comparaison de v échantillons.

Exemple dapplication:

Pour l'expérimentation du  débroussaillement sélectif  (dégage-
ments) des plantations résinenses, une application adrienne de
24.5-T a éé pratiquée sur une parcelle de taillis enrésiné mettant
en ceuvre 120 1/ha d'une énmlsion a4 3 % d'un produit commercial
a 710 g/l d'acide 24.5-T; of. Awnoxster (1). Pour apprécier les
résultats de ce traitement et notamment la réduction du cou-
vert — o a procédé sur les interbandes 4 un sondage syatématique
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au 1/10, Pour chaque brin de taillis d'une placette de sondage, on
a ainsi relevé lessence et une note de résistanee (échelle conven-
tinnnelle de 0 a 6).

Les résultats d’ensemble du sondage sont reportés sur le tablean
stiivant :

Hote
Paianas [#] i 2 3 L Total
Bouleau b 14 B 15 T2
Tremble 2 5 1| 16 | 14 38
Chigne 3 1 1 11 5 21
Total a2 14 16 » 4 131
Tableay 2.2 — Sondages de contrale - Mor de Solopne, parcelle E3

U oa bien dcd un tablean de contmgence, chague caractére étant
siunltanément constaté sur les &éments de Véchantillon. 51 les es-
senices réagissent de Facom comparable au produit, les caractéres
w ligne » et o colonne w osont indépendants,

Lindépendance est testée en appliquant la formule (2. 2) ci-
idlessus, on a:

x : 28,2
E!.J Xy 1og X, 3 &7
+ Hlog N : + 638, 6508
- - - M
L, x, log % 510,0833
i H - 476,54
EJI.J].GEJ.J 36,5452
1 a 20,3100 2 1= 40,62
44 % 2 = 8 degrés de libertd
',I'_E{r_uﬁ = lqu] }‘_-—III,III = .3'1}.0“3'

La valeur trouvée pour 2 I est donme hautement significative,
Cette conclusion n'a rien de surprenant: il est clair, lorsquon exa-
mine le tablean, que le comportement du houlean est i priori dif-
féremt de celui du tremible et du chéne,
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2.2 Table de contingence & friple entrée,

L'analyse de Uinformation offre e nomlrenses lnnj:j,llh“'ill,l':-i alines
le cas des tables de continrence l1'1']:]1_' entrée et nous ne les trai-
terons jras toutes, La ganmme étendue des hypothéses que Lon peiit
tester résulte du fait que hypothése nulle dindépendance glohale
que 'on peat symboliquement deésigner par Ha (R % C % E) — E
designant vt Pétage ou troisiéme dimension de e table - pent etre
definte comme Tintersection de diverses sous-hypotheéses, successi-
vement conditionnelles  avsguelles correspond  une  décomposition
alditive de Pinformation, On trouvera dans Kueosack (8), cha-
pitre 8, une étude compléte des talles de contingence & triple entrée:
ilans ce domaine, analvse de Tinformation parait plos diversifiée
que Panalyse classique qui atilise o loj de ¢

L) fnidépendance ylobale,
Un échantillon est constitng de N dléments <ur lesquels on ohb-
serve simultanément trois earactéres correspondant & une classifi-

cation par lignes tindexée par i, 1 << 1 < ), une classification par
colonnes (indexée par j, 1 £ § < o) et yme classification par étages
findexée par k. 1 = k = d). Une friquence observée est désignée
far xig et les difiérentes fréguences marginales Séeriven snivam
In notation classigue ;

E x

T TR B X=X k=& . Jk

-1
=
n
Iy
-
1]
-
-
]
=

|.--.|l.'t11|l1.|.'|l:"‘.~l'." l]1i|lt|t'~|a'llcl.‘l.llrl.- des factenrs ‘-.l.'\'.]ll'iHIL‘. en hlexant
les probabilités de 1o méme maniere que les fréquences par

Hz""ukzpi..p._j. Pk Pee #8 P g sl p 50

s les comeitions -

E = = -
1pi-- J p,J, Fk p__].‘ 1

les soammations étant élendues de 1 6 r pour i, de 1 4 ¢ pour j,
e 1 i o pour k.
L hypothese alternative Hy est définie par;

Hy 2 Py Ary . Py. P ox
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pour au moins un triplet (i, j, k)sous les seules conditions:

piJk » 0 Ei.]:i'l.' piJk =1l

(i montre que Ton a toujours:

(2. 3)

Py

- O - —_— e —————
I{HJ-:HQ} Hri 3 Tk PLik hgpin By Px

Siop* désigne T distribotion conjugnée dont les parametres sont
cenx de la meilleure estimation sans biais obtenue & partir de 'échan-
tillon, on a pour Pestimation de Pinformation correspondante :

(2. 4

Xy Jx

Te)* = (o) = By ; x4 1o Npy Py, P,

o

Cette informiation est relative i des valeors déterminges des pro-
Labilivés marzinales, done i une hyvpothése Ty plus restrictive que
celle que nons désirons vérifier, Fo designant svrtholiquetnent par
Ha(R} Phypothése spécifiant une valewr donnée py , et de meéme
HiC) et HofE). on peut comsilérer Hae comme les interseclons
d'hypothéses conditionnelles successives symbolisées par la formule:

HE - I-IE{H.} mn |-iE (C) HHE{E} ”“2“‘ zCxE)

hypothése He (R % C 3 E) est Phypothese dlindépentance
e nous voulons tester, Llinformation [ [(p)* @ (p)] peut alors
otre décomposée additivement pour faire apparaitre le terme corres-
pondant & Uhypothése d'indépendance.

Les termes correspondants de la décomposition seront distrilmcs
asvmptotiqguement comme ¥° avec respectivement r — 1, ¢ — 1.

d—lered—1 —fr—14+e—14d—-1

= (red — r — ¢ — d 4 2) degrés de liberté,
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IIHHJ
Le tableau d'analyse est le suivant:
Hature de la composants Information Degréa ds Libertd
Lipgnes H, (K] 3
# 2 E:_ x,  log P T r-1
By~ &y N ” "1,
Colarmes H_ () x
-] 2 E_'| x p log H_-L g =1
By 2% R
Etages HE[E:I = ik
2L x  log d-1
K L]
Boam® ik
HEEE”U“'UE HE Il i
5.“5..1..1:\.{—"— red =T =2 -4 & F
H, (AxcCuxE) lox Lk g Tl ) Ml
- X
2 1ltpie s E L SR 3
[hﬂ [:nb;' 2 sk *1k 08 5 = red = 1
Lie Tale Tk
Tahlean 2.3 — Dadépendance ; table 4 triple entrée.
r ¢ il
x o =
& b

ol 2y signihe

i=1 j=1 k==l
L testera Pindependance en comparant aux valeurs e ¥ coTres-
pondant an nombre de degrés de liberté indiqué et an sewl de pro-
ahilité chotsi, Texpression fignrant sur Pavant-derniére ligne e
ve tableau qui pent encore s"écrire

+2NlogWN -E x logx

-
= L X, .
- -E = log = )
EJ x.Jllﬂg x 4. L X 108 .-h]
2 22 Indépendince i wine clossification  par rappert amr
audres,
Ul peat ausst se demander 51 1ane des elussificagions de la hle

et mdependante des ewx nutres
L hypothése Hy est alors exprimée par la relation :

(2, 6)
p_ > D PiJ- k] D

H. z
2 " Pig " Pk v Pyy. B

k:l RN | -[:
. 2 8 8y By =k

ooty AP
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alors que I'hypothése H, est:
Piok %9, ¢ Pij.

pour an moins un triplet (i, j, k)

| o E XL E =
1jx * i.fl:pl.j}s 1

S Phypothése Ha oest vérifiée, on peut derire en utilisant la
relation (2, 6):

=Ep

" T =
Pk e = TR N T T SRR T

= E = =
Pk ; Pk =P,k By Pyy, =P, =Py,

ce qui montre que l'indépendance de 'étage par rapport aux lignes
et aux colonnes entraine Uindépendance des lignes et des colonnes
entre efles,

Il y & deux maniéres d'obtenir la composante d'information per-
mettant le test de hypothése H. La premiére consiste i estimer
2 1(p)® : {p)]| et a la décomposer, comme on 1'a déja fait chague
fois auparavant, en trois termes: le premier concernant le test des
P..x Par rapport aux p, . le second un test analogue sur p.yy et le
dernier sappliquant & 'hypothése générale d'indépendance. Ces trois
termes sont additifs et correspondent 4 la soite 'hypothéses

H, = HE{E] n HEI{RJG} n HE[E x RC)

2

La seconde méthode consiste a décomposer 'hypothése d'indépen-
dance des trois classifications en une hypothése d'indépendance de
R par rapport & C associée & celle de E par rapport & RC, soit
symboliquement :

HEIRxCxE}=H2 (R xC}) r'nH2 {E x RC)
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On a alors le tableau suivant d'analyse de information

Wature de la composante Information Degris de liberié
X !
Lignes x colomnes 15 : 2.3 45
- ___ Lt .
I'I'¥ (A xC) dt’l..'lli.].- log r|_,"_;|.
Etages x |lignes, eclonnes ) Hx
H, [E & RG) 2E oz, log—_ [ (d-1) (re-1)
e ik l!._'l. I--h.
Indépendance W ik
z e | . -p el A+ 8
Hy [RxGxE) Esl,.'k:i,jk g 2= red - ¢ -8 +
Lia e el
Tableay 24 — Imidépendance (étages x lignes, colonnes)

On testera par 3 Pexpression figurant sur la seconde ligne du
tableau dont le développement est explicité dans lexemple qui suit.

Exemple d'application:

Le tableau (2. 5) rassemble

» les vésultats des sondages réalisés pour

[ose Essance L] 1 2 ] u B Tatal
Bouleau 2ed 143 1652 180 23 o 736

Trenble 50 21 o7 188 ™ a L]

3,5 % F B0 | Cnftaignier 13 14 19 57 17 L adz
Chgne o 4 9 10 0 @

Total 291 a1e e 434 281 o 1 s0C

Boulsaw | 195 Ga 5l &7 ik +] 2B

Tramble ] 3 =5 Bs =] [+] 264

3% P80 nitatgnier b, 1 a 9 0 9 52
Chine 4| 5| 10| = ar | e ™

Total 224 101 117 108 129 4 TTH

Ensenble Bouleau L5 ] 205 213 =L ¥ o 1129
Tramble T2 By | 153 73 141 0 723

(g, nitaignior 16 BT - 66 | 205 g 34
Cnine 4 5 | 14 46 27 a 96

Total Géndral 515 | 313 | wa | 63 410 g |zeam

Tahlean 2.5 - Traitement hélicoptére Mur de Sologne - Résultats globaux (*)

(*) On peut s'interroger sur la nécessitd du maintien de la classe 5. Ce-
pendant, la différence entre les notes 4 et 5, dans Uéchelle adoptée, est trés
nette: d'astre part, pour le traitement 3 9, la proportion de chataigniers

ohservée (17,3 %) est trop importante pour qu'on paisse la négliger,
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controler les resultats de Papplication aérienne dont il a déja été
gquestion au paragraphe 2. 21 cl-avant. Sur denx groupes de par-
celles, deux traitements ont été mis en euvre, correspondant a des
concentrations différentes (3 % et 3,5 %) du produit & base de
24.5-T. On est en droit de se demander si les différentes essences
ont réagi de fagon identique & une modification de la concentration
du produit. Sl en était ainsi, la classification « dose » serait indé-
pendante des elassifications par essences et par symptomes de résis-
tanee (notes de 0 & 6),

L'information relative a 'hypothése d'indépendance Hs (E » RC),
F désignant la concentration, sécrit en développant :

(2. 8)

Tois log x

log x + Nlogh - E‘.I'.

Ly, 3.k Mk 13k o5 ®1ds 13

lel, r =4 ce==G d =2
X qow= 1500 x o= 778 N = 2278

les valeurs %y, figurent sous la table, au tableau o ensemble ».

Un troave:
I = 10480,026 -+ 17 611,357 — 11823963 — 16148783

= 118,637
21 = 23727

Avec 23 degrés de liberté o8 = 3517 Pom — 41,64
l'indépendance n'est done pas vérifide. Le comportement du bouleau
paralt 4 premiére wvue responsable de ce résultat: le pourcentage
de O (arbres morts) qui est d'environ 50 % i la concentration de
3 % n'est plus que de 31 9% i la concentration de 3,5 %. Par
contre, il est plus difficile de porter un jugement zur le comporte-
ment respectif des autres essences.

Remarque !
L'hypothése dindépendance Ho(E % RC) exprimée par (2. 6)

(2. 6)
Pijg = P.x . Py,
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est équivalente & (%)
Pixe = P Pr.. &t Pipe = Dy, Pr.a/Di,,
soit
Hy(R x E) ot H, (C/R x E/R)

i, {EJ:EC}-HE {CfoEJ'RJHHE (R x E)

La classification o d&ages o est indépendante de la classification
u lighes » et « colonnes o 51 les classifications « lignes » et o co-
lonnes » sont indépendantes et que lea classifications o colonnes »
et o etages » sonl conditionnellement indépendantes, édtam donné
la elassification par « lignes w,

D poant de vuoe de Uinformation, on obtient uane nouvelle décoms-
position additive permettant la vérification des sous-hypothéses pré
cédentes par le ¥* asymptotigue,

[es expressions de Uinformation sont respectivement :

Compagantes Information [egrds de liberté
lignea x étages N Xy
[AR = E) 2 Lik. = lng# fr-1) {d - 1)
1:5 Tauk
{Colonnes, 1lignes) %0
x {étages, 1ignma) 2E . 2, log—3_ | pa-1) (4-1)
H, (/R x B/R) Ik 13k T Ry Ty
b T
Nz
Etage x {1.1.p:|uu aolomnes ) 1k
4. {E x AC) Er'l,:u: log = . {d = 1} ire = 1)
2 T PR h

Ces expressions se développent encore en facteurs de la forme

n log mn.
Om aurait pu écrire de meme
H, (E x RC) = H, (R/C x E/C) " H, (RxcC)

et obtenir yne analyse de infornation permettant de tester les hy-
pothéses du second membre,

(*} Faire la sommation de p,,, pour j = 1 4 6
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2. 23 — Comparaison de r tables de contingence o double
entrée.

Nous avons vu précédemment (paragraphe 1. 2) gqu'il éait pos-
sible de comparer entre eux v éehantillons d'une distribution multi-
nomiale a ¢ classes et notanument d'en tester homogénéité globale.
On peut étendre le test dhomogendéité aux tables de contingence A
donhle entrée (v = e).

L'analyse de Vinformation s'inspire de Uanalyse d'une table de
contingence & triple entrée mais les restrictions doivent en étre
modifiées.

L'hypothése alternative est:
1=1,2 .. ¥ wl, Foaie
E=1l, 2 .osd

Byt pyg £ Py

EiI:J plé k = 1
L'hypothése nulle Ha est au contraire:;
(2.9

H V1,3 E ¢ 1

2 Py = Pyy 1“5 Py, "

La meilleure estimation de p,y, est:

= X J'I“H

ﬁiJ. iJ-

et Uinformation T [(p)* : (p)] se décompnse encore additivement
selon la formule:

I @) =1I(®: @) +I(@*:m)

pour donner le tablean d'analyse suivant:

Composante Information Degrds de libertd
*15.
5“."14."’" EE“::”‘ M;HP’.J‘ re = 1
E‘Ibg:gmité Hx
® l - -
2 II:H:L : H.?} 2 Ei.Jk log :_"_‘15_”_ ) {d = 1) (re - 1)
~ x
; —1ik =
Total 2 I[ip}l ' Ep}} 2 E‘i.'.lt Ki_]l: log g pu. r fed - 1)

Tableau 26 — Homogeénéité de o échantillons r x ¢
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La composante -|'|1:J:|m;_:t"|1t"i11'- rEt, Sos ]-h}]:ulhf'ht‘ nulie, AN
totiquernent  distrilinée comme 3% avee (il 1y (rc 1) degrés
de liberté et on Ja testera an <enil de probabilité choizi. Elle &'éerit
eNeoTe ©

(2, 10

4+ NlogN - E

)

25:2{3 log x

log x
13k 1k € X1,

13 *13.

- L log x
hx E'

sk k

Fremple dopplication:

Le traitement aérien a4 3 % PH0 a éé appliqué sur 3 parcelles
différentes et comtigués qui ont fait Mobjet e sondages distinets
domt les résultats sont reportes sur le tablean 2. 7. O désirerait
connaitre si Fapplication a é¢ homogene sur Vensemble des parcelles
traitées. Si Von considere chaque relevé de pareelle commme un échan-
tillon, Tanalyse de Uinformation permet de contraler Thypothéss
' homogénéité, [Ladice 1 étant attribueé 4 Vessence, indice i ln
note e résistance et Vmilice k & la parcelle. (I oa;

r = 4 =0 i =3
Traitement aérien, Mur «de Solvgne - Heleve des parcelles traitées § 3 %
Parcelle Esaence ﬂ 1 2 3 & & | Total

Bouleau 84 21 15 | 22 b | o Lh&
Trembole 1 4 i5 1B o 50
] Chitaignier 3 o Q 1 2 +] &
ChEne 0 2 5 24 & o 37
Total BB | 3@ | 35 | % |19 |@ 23
Bouleau T3 24 15 17 o 129
Trasbla 9 | 2o | 2w | 33 3]0 104
G3 Chitaignier 0 r i ¥} 4 g i 19
Chéne 4 l 3 5 g 10 ] 3
Total G 45 e 3 21 & 283
Bouleayw 38 i7 21 2B 10 o 114
Tremble 2 i 12 ah o8 o 110
Ch Chitaignier @ 0 o y 20 3 =7
Chéne d o 0 i i o 5
Total ] 21 1 TO g 3 286
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o 1 2 3 h 5 | Total

Bouleau 195 G2 51 &7 14 0 i 2]

Tremble 22 33 o8 B o) i} 260

Chitalgnier 3 1 4] g 30 9 B

Chiine 4 5 10 37 17 o] >

Total 24 |aoa |17 |18 |20 | 9 778
Tahlean 2.7 — Totaux, ensemble des parcelles = x;,.

Les valeurs de x,, sont respectivement 239, 283, 256, Les valeurs
de x;y, sont celles du tablean séparé et N = 778,

On trouve :

Eijk xi,j}l: log xi;'.k 2 515,6580 Mombre de degrds
+ilog N + 5 178,933 e Biownt
(d - 1){re = 1) =2 x 19
- Ekx”k log x - 4 326,1017 al = 38
- E” Xy, loE X, - 3 239,924
; = 128,446 2 E = 257,13

Aver 40 desrés de liberté 2.0 = 3570 et phm = 63,00, A
fortiori. T valeur trouvee 2 T — 257,12 est hantement significative :
les échantillons ne sont pas homogénes et Ton peut conclure e
Papplication a donné, pour chagque parcelle, des effets qui ne peuvent
etre comsidérés comme identigues.

Remarque:

O notera Pidentité des expressions et des degrés de liberté de
la distribution asvmptotique de 32 pour les informations permettant
e tester respectivement:

F— ].il'ldé]'-l.‘l'lI']ill'll'i' d'iine elassification par rapport aux deux au-

tres,
I'homogénéité de plusicurs échantillons de tables & double
enirée. ‘ ‘¥

En fait, les problémes sont tout a fait différents et il en va de
méme des hypothéses: dans le cas de Uindépendance, les prohahi-



1004 L'ANALYSE DE LINFORMATION

lités o d'étage » ne sont pas identigues dans Thypothese nulle: on
peut seulement admettre leur existence. Dans la comparaison de
v échantillons, ce somt les v prolabilités Py, que Pon peuat consi-
dérer comme identiques dans chacun des échantillons sowmis an test
lorsque celui-ci n'est pas significatif.

Formellement, les hypothéses nulles se tradwisent par les for-
mules suivantes :

Pijk=pi‘]. . p..k HiJJ:k

pour Vindépendance fages s (Renes, colonnes)

Py = Py, Va4

pour Phomogénéité de v tables (lHenes, colonnes),

2. 24 — Diécomposiion e lo i pirgitinf o 44"J.Ir1ri;'fr5.rf=n|"r'fr"_

La composante d'homogénéité (R % C) pent encore se décon-
poser en deux factenrs adiditifs correspotidant au fait gque Phypo-
thése dhomogeneité Hy (R % C) peut étre considérée conmme 1'in-
tersection o 'une ]i_\']:'tl-thl:‘r'\t' |'|'E1I|I:|I|r:,;<\'-llq'-':1,r_" en oot dune tl_\'iﬂﬂhl:"wl'
Thomogineité conditionnelle en T3 lide par

Hy, (Cx D) = H, (C) nH, (D/c)

Un peut tester chacun des membres de droite de cette expression
par denx estimations de Vinformation comme on Ua fait an Pt
_5.{1':||th' 2. 22 dans In eI e ||1.1i terniine co ]m'rugr;”}]u'_

2. 25 — Homoegdnditd conditionmelfe,

11 est encore possible, dins e cas e r échantillons de tables de
contingence a double entrée de tester, par exemple pour une ligne 1.
I'hypothese de Phomogéngité des dchantillons relativensent 4 1a elns-
sification en colonnes,
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L'hypothése nulle Ha est alors exprimée par:

(2. 11)

i donnd, J=1, 2 ,... ¢
H e 1: ? TER] d

o ¥ Pyje ™ Pyy.

Fogy =7y,

Uhypothese alternative étant

H, 3 Py # Pay. L Py = P13,

e tablean d'analvse de Pinformation est alors le suivant

Composante Infermaticn Degrds de liberté
ik
o A d-1
By, Pt RdR i L Ty
K 1.. 71, 1es
xijk

21y 5 ny) R . fe -1} [d-1)
homoainédté interns & 1 3 B T LA

x
= 1= y
2 I(lp)*: (p]) 2% Ek*uk““zu b Pr ol - 1)

Tableaw 28 — Homogénéité conditionnelle (ligne 1)

Iexpression de Uinformation permettant le test de Fhomogénéite
des v échantillons de la ligne i pour Ia classification §, s'éerit:

(2. 12)

212 (Byx %ygi 108 Xy + %y, 108 %y - Gy Xy TOE R s,
= g AOEEy 5 )

elle tend asyvmptotiquement vers une distribution de ¥* 4 (¢ — 1)

il — 1) degrés de liberté.

Evemple dapplication.
Supposons que nous venillons controler si le bouleau o réagi de

fagon identique au traitement 4 3 % dans les parcelles C3, GJ et
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G4 (tableau 2. 7 ci-avant). Ui testera lhomogénéité des J échan-
tillons constitués par la ligne « boulean » (1 = 1) par rapport a
la classification « colonnes » (0 4 5).

lei %, = 389

X31.1 - 230 Xy g 283 Xj.g = 256

Les xy sont les chiffres de Ia higine o boulean » des totansx de
I'ensemble des parcelles: 193,62, ., 14.0.

(On a alors:

E.Jl: Xy gk log X ik 1 395, 2007 d.l., (e = 1){d - 1)
+x,  log x; + 2 319,835y =5x2 =10
- £L -
5 %15, log Xy, 1 Bok, 4igo XEG.D_‘,- 18,71
- B Xy 108 Xy - 1 803,3016 xEﬂ.Dl - 23,21
1 = 17,291C 2 T = 34,58

La valeur trouvde pour 2 T est trés significative. 11 v a done, dans
chaque parcelle traitée, des différences de comportement du hou-
El‘.'th ”u‘i =011 =ails r||||_11|- il'll_l!'ﬁ |\| 1 i l”lil'lu |1l E"L'|1 llj[l., |||. | "Il‘llh
cation, les différences de statiom étant peu prononcées
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Nous avons voulu mettre en lumitre les possibilités offertes par
Fanalvse de Uinformation pour tester un certain nombre dhypo-
théses lorsgqu'on se tronve confronte avee des distributions multi-
nomiales, Le chercheur se trouvern souvent dans cette situation,
notamiment lorsgue les caractéres ohserves sont e nature qualita-
five el ne Peuvent etre {'xprin'u."h JHT e o pL'l::i.'H.‘ll'l'.'- grandenrs
mesurables. n matiere forestiere, cette difficulté se rencontre dans
de nombrenses disciplines, chaque fois qu'il s'agit de relever des
varactéres phénologiques ou Aoristigques; précocité du déhonrrement.
caractéristiques morphologiques d'un plant, réaction d'un arhre ou
il"'vine soniche & ]';L]J]:]fruﬁm: ole ]rl."ulhli!.-— -:‘|'Iil|1il|:'ltl'.~i herbicides, ete..
Alors Vexpérimentatenr se sent désarmé et tente de se racerocher
a Panalvse de variance en utilisant des expédients; i essaie soe-
cessivement de multiples  transformations qui,  parfois, <avirent
impuissantes et presque toujours embarrassent lorsqu’il doit con-
clure.

Il serait abusif de prétendre que Panalyse de Vinformation cons-
titue toujours la senle méthode & Taquelle on puisse se confier dans
tle telles circomstances. La méthode du test ¥* est trop connue pour
il soit névessaire d'en rappeler Vexistence @ elle pent étre appli-
quée an test dhomogénéité dun échantillon d'une Ini hinomiale ou
i indépendance 'une table de contingence i double entrée — vaoir,
par exemple, SNepEcowr (10, chap, @ et 16. Cependant, Tanalvse
e Vinformation nons parait beancoup plus Féconde et plus com-
mocle d'emplod,

Sur le plan des ealeuls, Tanalyvse de Pinformation se présente en
effet conmme une suite dadditions lorsqu'on dispose d'une table de
n log m Lorsque les valenrs de nosont grandes, ou que le nombre
d'échantillons ou de classes est élevd, il est indigué J'utiliser le calenl
sutomatioue : la plupart des caleulatrices fectronigues englobent la
fimetion lor, dans les fonctions standard et la progranumation est
trés simple, surtont lorsgqu’on utilize un langage svmbolique conme
"Alrel, Les méthodes que nous avens pxpostes seront toutes pro-
orammées par ln Station de Blowétrie et, dés lors, les ealeuls ne
pseront auenmn 1‘!1'ﬂbTémlE.
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La décomposition des quantités Jd'information en termes adeditifs
correspondant & un certain nombre de sous-hypothéses dont 'inter-
section constitue hypothese & lagquelle est attachée la quantité d'in-
formation globale est une méthode extrémement élégante et, de
sureroit, efficace. Elle n'est pas sans analogie avec 'analyse de va-
riance et il n'y a la rien de surprenant puisque, dans analyse de
variance, les sommes des carrés ne sont pas autre chose que des 3*

A demenrant, nous nous sommes volontairement limités, dans
lexposé des applications pratiques étayvé par des exemples, an cas
de Ta distribution multinomiale. Des développements comparables
sont possibles pour la distribution de Poiszon et surtout pour la dis-
tribution multinormale : ils conduisent dans ce cas 4 de nombrenx
tests d'un grand intérét,

En définitive, analvse de Uinformation comstitue une vaste svi-
these q‘ll'i perimet d'afqumrh&r [¥T des voies notvelles et de retrouver
la plupart des méthodes les plus connues de analvse statistique.
Elle ne pouvait rester totalement inconnue des chercheurs gui, ao-
joured i, ont un hesoin de plus en plus pressant de cet ontil effichee,



BIBLIOGRAPHIE

. ArnoNsiEr (P, — Premiers essais de traitement par hélicoptére pour

le dégagement sélectif de plantations résineuses. Communication au J°
Congrés International de U'Aviation Agricole, 1966,

2. Buxceavses (R.). — Statistiche Auswertimg von Vegetationsheobachtun-
gen in Feldversuchen, Internationale Tagung ther mathematische Sta-
tistik und ihre Anwendungen, Berlin, 1964, pp. 43-48.

3 DagseLig (P, — A propos des transformations de variables. Biométrie-
Praximétrie, t. [V, n® 2, 1965, pp. 539-78

4. Dorrexoy (L) — Quelyoes méthodes statistiques uhilisables en agrono-
mie. Cahier des Ingénieurs Agronomes, n® 194, 1965, pp. 33-39.

5 Fisuer (RLA) and Yares (), — Statistical tables for biological agri-
cultural and medical research, Oliver and Boyd, Edinbourg, 1953

6. Jerrers (LN.R.). — Experimental design and analysis in Forest Research,
Chap. 3 Almovist et Wiksell, Stockholm, 1959,

7. KesparL (M.G) amd Stvart (A, — The advanced theory of Statistics,
3 wol, Charles Griffim et ©°, Londres, 1958,

8. Kurieack (S.). — Information theory amnd statistics, 393 ., John Wiley
andl Sons, New-York, 1958,

9 Rives (M), — Sur Panalyse de la variance, |, Emploi de transforma-
tioms, Avnnales de 1'Institit National de la Recherche Agronomigue,
Série B, 10 - 3, 1960,

10, Sxepecor (GJW.). — Statistical methods, 5 &, 53 p. The Towa Uni-
versity Press, Ames, 1936,

11. TorTraT (A}, — Caleul des probabilités, 168 p. Masson et Cie, Paris,
1963

12, Vesserear (AL, — Méthodes statistiques en hiologie e en agronomie,
> G, 338 p. LB Baillitre o fils, Paris, 1960

13, Yacrom (AM) e Yacrom (.M. — Prohabilité et information, 175 p.

Dumad, Paris, 1959,



LN N R T

NELNCND

.0000
1.3863
3.2958
5.5452
B.0Lk72
10.7506
13.6214
l16.b355%
19,7750
23,0259
26.3768
29,8189
33.3443
36,9468
40.6208
Lt . 3614
LE.lbkLo
52.0267
55.9443
59,9146

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

TABLE DES VALEURS DE n log n

N¥*LNCN)D
63.9350
68.0029
72.1164
76.2733
80.4719
84.7105
88,9876
93.3017
97.6516
102,0359
106,4536
110.9035
115.3847
119.8963
124.4372
129.0067
133.6040
138.2283
142,8789
147 .5552

N
41
42
43
L
45
46
47
48
g
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60

N¥ELNCND
152,2565
156,9821
161.7316
166.5043
171.29498
176,1175
180,9569
185,8176
190.6992
195.6012
200.,5231
205.4647
210.,4255
215.4051
220.4033
225.4197
230,4539
235.,5057
240.5747
245,6607

N
61
62
63
bh4
65
66
67
68
69
70
71
72
73
7h
75
76
77
78
79
80

N¥LNCND
250.7633
255,8823
261.0175
266.,1685
271.,3352
276.5172
281.7144
286.9265
292,1533
297.3947
302.6503
307.9200
313.2035
318.5008
323.8116
329.1357
334.4730
339.8233
345.18604
350.5621

M
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99

100

N*LNCN)
355.,9504
361.3510
66,7638
372.1886
377.6254
383.0739
388.5340
394,0056
3959,4886
Lo4,9829
410.4882
416.0046
421.5318
427.0697
432,6183
438,1774
L43,7470
L4g, 3268
L54,9169
460,5170




101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120

466.1272
471.7472
Lk77.3771
483.0167
488.b658
4ok ,3245
499,9927
505.6702
511.3569
517.0528
522.7579
528.4719
534,1948
539,9266
545,6672
551.4165
557.1743
562,9408
568.7157
574.4990

121
122
123
12k
125
126
127
128
129
130
151
132
133
134
135
136
137
138
139
140

580.2907
586.0906
591.8987
597.7149
603.5392
609.3715
615.2118
©621.0599
626.9158
632.7795
638.6508
b44.5299
650.4164
656.3105
662.2121
66B8.1211
674.0374
679.9610
685.8919
691.8299

141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160

697.7751
703.727h
709.6868
715.6531
721.6264
727.6066
733.5936
739.587k
745.5880
751.5953
757.6093
763.6298
769.6570
775.6907
781.,7309
787.77175
793.8306
799.8900
805.9558
812.0278

161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180

818,1061
824.,1906
830.2813
836.3781
842,4810
648.5900
§54.7050
860.8260
8§66.9529
673.0857
879.2245
885.3690
391.5194
897.6756
903.8375
910.0052
916.1785
922,.3575
928.5421
934,7322

181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200

940.9280
947.1292
953.3360
959,5482
965.7658
971.9889
978.2173
984.4511
990, 6902
596.,9346
1003.1842
1009,4391
1015.6992
1021, 9645
1028,2349
1034,5105
1040.7911
1047,0769
1053.3677
1059.6635



RESUME
En expérimentation forestiére — et dans bien d'autres domaines
de la recherche — il n'est pas toujours possible de recueillir les

résultats de Uexpérimentation sous forme de données quantitatives.
Dans ce cas, Imruprm:anun iles résultats t.\penment.mx par des
méthodes qm font appel a4 Tanalyse de variance devient délicate,
parfois méme impossible en dépit d'artifices classiques tels que la
transformation des variables, Pour combler cette lacune, 11 existe
différentes méthodes théoriquement éprouvées mais plus ou moins
méconnues des chercheurs qui o'y font que rarement appel, Cet
article se propose d'attirer 'attention sur les nombreuses possi-
bilités offertes par l'analyse de l'information — plus spécialement
de Testimation de linformation minima de discrimination — en
se limitant & ses applications au cas de la distribution muoltinemiale,
¥ compris les tables de contingence,

Un certain nombre de w-uitqh mathématiques sont rappelés dans
la premiere partie consacrée a un apercu théorique sur linforma-
tion, linformation minima de discrimination et son estimation, L’in-
térét de celle-ci réside dans sa convergence asvimptotique a la loi
de ¥* dans Uhyvpothése nulle,

La seconde partie est consacrée a la comparaison d'échantillons
de lois multinomiales — tableaux de iréquences observées — et a
étude de deux ou plusicurs échantillons, analyse progressive, ho-
mogenéité de groupes d'échantillons, test d'indépendance ou d’homao-
genéité sur les tables de contingence, La plupart des tests sonmt
Mlustrés par des exemples tivés des dossiers de la Station de Bio-
métrie : ces exemples ont pour but de montrer quen dépit d'une
complexité formelle apparente les caleuls nécessités par 1'utilisation
de ces tests sont extremement simples et peuvent étre réalisés sur
la plus simple des machines de bureau dés lors qu'on dispose d'une
table numérique de la fonction n log n. Une telle table (3 4 déci-
males) caleulée sur ordinateur de 'Université de Naney pour
n = 200 figure en annexe et devrait, dans nombre de cas, savérer
suffisante,

Comme la somme des carrés dans analvse de variance, 'esti-
mation de U'information est susceptible d’étre décomposée en élé-
ments additifs qui correspondent a différentes sons-hypothéses dont
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I'intersection constitue Uhypothése globale, Comme telle, elle est
intellectuellement trés séduisante et il a paru utile de la faire con-
naitre davantage des chercheurs dans la mesure ot clle permet de
combler les lacunes d’autres méthodes, parfois utilisées avec une
confiance excessive, La théorie de linformation est par ailleurs
applicable & hien d'autres lois que la loi multinomiale, notamment
4 la loi multinormale ofi elle a donné lieu & d'importants dévelop-
pements.



SUMMARY

[n forest research amd in many other research fields — it is
not alwavs possible to collect the experiment results in the form of
ruantitative data, For that ground it is difficalt, sometimes inpos-
sible, in spite of usual expedients such as the transformation of
"-':ll'lliil'lll'ﬁ. [ il'll‘t:'r]n't‘1 the !'.‘;.[H'I'i1|:'||:'|1[ resnlts fl_w.' means of methels
which involve analvsis of variance. In order to supply this deh-
ciency several methods have heen theoretically worked oot Tat
these are more or less known to the research workers who wae
them very seldom. TIn this paper. we intend to draw attention to
the numerons possibilities offered Ly the analvsis of information
statistics t'ﬁ]]l‘i:iﬂ”_\ the mindnunm discrimination information
limiting the field of its application o the ense of maltdnomial dis-
tribution.

The first part deals with the theoretical aspects of information.
the minimum discrimination information and its estimate, and pre-
sents some mathematieal results. The asvmptotic comvergence to
the 3= distribution in the anll |1I1.'||ur'|u~:~1'~: is 4 mnost interesting pro-
perty of the later statistic,

In the second part are compared samples of multinomial distei-
]:l'll.ti““ﬁ = 1.:{""‘.‘1 *ll- 'Hll:‘-{"l"l't"“lll |I|'1_'lf'|[{'|'|l.,'i(.‘:"5 i1 I'I{'f[llh f1:1't|‘.:“r 'l"u'i:1l
the comparison of two or several samples, the successive partition
of a set of samples, the homoweneity tests between sets of samples,
the independence or homogeneity tests for comtingency tahles. Most
tests are exemplified hy datas taken out of documents of the Bin
metry Station @ these {'N;’Ir'l'l]'lll.'!w arne il1|.t‘r'||1[‘d1 (] :-'.|1||'|.1.' t|'|:|1, 'rn -pi1:'
of an apparent formal complexity, the calenlatioms needed to apply
the tests are most stmple. amd can be carried out with the most
common  desk machines, since numerical tables of the n Ing n
function are available. Such 2 table (with 4 decimal=). caleulated
with the comiputer of the Universitv of Naney for n = 200, is
wiven in an appendix. and in many cases shonld he sufficient,

As also the sum of squares in variance analvsis, the information
statistic can he split into additive elements, which correspond  to
different  sub-hypothesis, the intersection of which expresses the
whole hypothesis. Just as it is, 3 i intellectually attractive and it
has been thowght useful to make it known to research workers in
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so far as it enables to supply the deficiencies of other methods,
sometimes considered asz most reliable ones, The information theory
is besides suitable to many others distributions than the multinomial
especially to the multinormal, where it led to important deve-
lopments.



ZUSAMMENFASSUNG

[n der forstlichen Forschomg und aoch auf vielen anderen For-
schungsgebieten ist e nicht inmner moglich die Versuchsergebnis=e
in der Form quantitativer Daten zu sanmmeln. In diesem Falle wiril
die Interpretation von Versuchsergelmissen, die mit Methoden der
Varianzanalyse gewonnen werden delikat, manchmal aber anch
unmaglich, trotz Anwendung  klassischer RKunstgriffe wie xum
Beispiel die Transformation der Variablen. Um diese Licke zn
schliessen gilt es verschiedene theoretisch erprohite Methoden, die
den Forschern jedoch meist mchr oder weniger bekannt sind anid
daher selten angewandt werden, Die vorliegende Arbeit machte die
Aufmerksambkeit anf die zahlveichen Migolichkeiten der Informa-

tionsanalyvse lenken — insbesondere anf die Schitzung der Mini-
malinformation der Trennung wohei jedoch die Anwendung auf
Falle r|i.“r 1]I|:]ti:11:l|1f:|||t*l| ‘I..-'{'r'h'ihuu_" r|i|' |~:1rnti|1;;1‘1lxl:lfrl|r1 inhe-
griffen — beschriinkt wird.

Im ersten Teil werden eine gewisse Anzahl von mathematischen
Frgehnizsen in Erinnerune gerufen und eine kurze theoretische
Darstellung erlautert die Begriffe Information, Minimalinformation
der Trennung und seine Schitzung, Die Bedeutung der Minimal-
illinrm:.timl. r]:*!‘ Trvnnmi;_; H:*;_';t i f!\ri_'r :|.-a_1,"|n]‘:|tﬂhlﬁi_'|u~|1 Fomver-
ez mit der ¥ Verteilung bei Zugrundelegung der Nullhvpothese,

Der zweite Teil behandelt den Vergleich von Stichproben multi-
nommialer Verteilungen, Tabellen der heobachteten Haonfgkei-
ten die Untersuchung zweier oder mehrerer Stichproben, die
progressive Analvse, e Homogenitit von Grappen von Stichpro-
hen, sowie die Priofung der Unabhingigkeit oder der Homogenitit
von Kontingenztafeln, Die meisten dieser Teste werden an Beispei-
len ans den Archiven der Station for Biometrie erlantert. Diese
Beispiele sollen zeigen, dass trotz der offensichtlich komplexen
Form, die zur Anwendung dieser Teste notwendizen Berechnungen
dusserst einfach sind und mit jeder Riirorechenmaschine durchge-
fithrt werden kénnen, wenn eine numerische Tafel der Funktion
1 log nozur Verfligung steht. FEine solche Tafel mit 4 Dezimalen
wirde auf einem Elektromenrechner der Universitit Nanev Fir
i = 200 berechnet vl im Anhang beigegeben, Die Tafel diirfte
sich in vielen Fillen als ausreichend erweisen.
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Ebenso wie die Summe der Quadrate bei der Varianzanalyse,
eignet sich auch der Schitzwert der Information fiir eine Lerlegung
in additive Elemente die bestimmten Subhypothesen entsprechen
und deren Intersektion die Globalhyvpothese darstellt, Als solcher
ist der Schitzwert der Information, intellektuell gesehen als sehr
verlockend zu betrachten und es erschien zweckmissig, die Forscher
niher damit bekannt zu machen, Dies gilt vor allem fir jene Fille,
wo der Schitzwert der Information es ermiglicht andere Methoden
ru vervollstindigen, die oftmals mit einem zu grossen Vertrauen
angewendet werden, Die Theorie der Information ist im Ubrigen
nehen der multinomialen Verteilung auch auf eine Anzahl anderer
Verteilungen anwendbar, vor allem auf die multinormale Vertei-
lung, wo sie eine bedeutende Entwicklung ermoglichte.



