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RESUMIL,

L’auteur présente des méthodes de calcul de l'erreur dans l'estimation de superficie par
comptage de points, ou intersections de paralléles.

J. BoucHon a présenté (J. BoucHon, 1975) une méthode permettant de calculer la précision
de l'estimation d’une superficie par comptage de points.

De son coté, le service de 'inventaire forestier national a mis au point des méthodes, de type
voisin, permettant de calculer simplement cette précision.

Cet article expose le cheminement théorique (') qui a conduit aux formules utilisées par
l'inventaire forestier.

I. — PRESENTATION DE LA METHODE ET RESULTATS

1. — Estimation d'une superficie par la méthode des paralleles

Soit une surface S délimitée par un périmétre L.
Considérons un réseau fixe de paralléles équidistantes d’intervalle a, perpendi-
culaire a un axe Ox que les paralléles du réseau coupent en des abscisses ka.

(*) L’approche de MATHERON (G. MATHERON, 1965) est différente et beaucoup plus générale : elle
concerne aussi les volumes et les masses ; notre article s’en tient aux superficies, et aboutit dans ce cas
particulier a des calculs d’erreur plus simples. Il permet aussi la mise en relief des cas aberrants dont il
faut s’écarter.

Atrticle disponible sur le site http://www.afs-journal.org ou http://dx.doi.org/10.1051/forest/19760405



http://www.afs-journal.org
http://dx.doi.org/10.1051/forest/19760405

258 R. B. CHEVROU

Considérons un second réseau de paralléles équidistantes de méme intervalle a,

paralléle au premier réseau. Ce second réseau est mobile et il sert a estimer la super-
ficie s de S (fig. 1).
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Fic. 1. — Estimation d’une surface par la méthode des paralliles
Continuous line == fived network ; broken line mobile network

La surface S, délimite sur ce second réseau, un maximum de n segments de
longueur égales respectivement a [, = f(x

- ka), x variant entre o et a, et on peut
estimer la superficie s de S par :

= Z f\ = (IZ/L-,

k=1

en limitant la somme aux 7 termes utiles.

La superficie s de S est égale 4 :

s:J dx,—z 1 kﬁf“ fx)d

et I'espérance mathématique de §, notée s, est égale a s.
La variance de § peut étre calculée comme suit :
§—s = a Xf'" (ka + Era) ot £i est compris entre 0 et T,

[’ étant la dérivée premiére de f

et var § = L(§ — )2 = a‘ng(n)

ol ng(n) est une fonction dépendant, entre autre, de la variable .

Cette fonction sera déterminée par la suite. Elle est écrite sous cette forme
pour simplifier I'exposé ultérieur des calculs.

2. — Estimation d'une superficie par la méthode de la grille de points

Remplagons maintenant les paralléles du réseau mobile par des lignes de points
équidistants, d’intervalle constant & (les points étant alignés dans
pendiculaires).

Soit N le nombre des points intérieurs a S.
On peut estimer s par :

2 directions per-

n

§ = Nab = ab ) msx ott mi — nombre de points sur /.
=1
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Ia régle de la composition des variances permet d’écrire :

var § = a2 { T (var Xmy) + var (K Zma) }

a) L Smi = R G) zzk)
az
var (B Zmy) = 7 ng(n)

b) On peut montrer, qu’'en moyenne, il vient :
var (Zmy) = Z(var my) (voir IT ci-dessous).
Or var mr = pr (I — px) ol pi est compris entre o et I et tel que:
Iy = (my - pr)b
Si p est uniformément réparti sur son intervalle de variation (o, 1), la valeur
moyenne de p (I — p) est égale a (I) On écrira donc :

n
E (var Zmy) = 6

¢) Il vient alors :

., -
var § = a )~0Taug(;z)

3. — Valeur moyenne de n

Le nombre d’intersections du périmeétre 1, dont la longueur est /, avec le réseau
mobile de paralléles équidistantes est égal a 2n et on sait que la valeur moyenne
de ce nombre est liée a / par la formule :

o 2/
o) =
( ) a
I /s /A VY
3 2 / = B
donc Fli) == VT = —= N -
™S EVA a
carré 1x1 rectangle 1x2
40 4,2
FiG. 2. — Coefficient de forme pour difféventes figures

Approximate values of the form coefficient for various shapes
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l

\7 est un coefficient de forme, Cf, sans dimension qui ne dépend que des valeurs
s

relatives de / et de \/s. Il est facile de I'estimer sans méme avoir a mesurer / (voir
fig. 2) car ce coeflicient varie peu avec la forme. Pour plus de précision, / peut étre
rapidement mesuré au curvimetre ou estimé a partir de » par la formule / = zan.

4. — Variance de § dans la méthode de la grille de points
La valeur moyenne de var § s’écrit alors, compte tenu des résultats précédents :
abr | = ) //; a? /l;
E (var §) = — N<= -+ n
( ) n\'/s\[{()\a v\ a 3(7)
b
Posons A =
a
abhr |l \/ A . o(n)
T \/IS \ 6 ‘\//\3

On peut intervertir les roles de a et de / en considérant un réseau de paralléles
perpendiculaires au premier, d’intervalle b, et sur ces paralléles des points équi-
distants d’intervalle a, sans modifier les positions des points les uns par rapport aux
autres. On obtiendra une expression de var § de méme forme que la précédente et qui
doit lui étre égale.

E (var §) =

2
E(varsf):ab /N . 3 o0 gt

Js ¥ (\/x

I’égalité de ces deux expressions donne g (n) qui est inférieur ou égal a _ et

8

; y I
que l'on prend égal a cette valeur (égalité stricte pour a = b0). g (n) = —g = 0,0550

5. — Variance et coefficient de variation de Iestimation §
De ce qui précéde, il découle la valeur moyenne de la variance de s.
a) Pour la méthode des paralléles équidistantes de a :

3 l sy
E (var §) = = 0,0177 a*l = 0,0177 J N 0,0177 \/l arJaSle
T s s

b) Pour la méthode de la grille de points systématique a maille carrée a :

2
E (var §) = o T aty /N = 00,()7 e a"\/N

()TC 2V, 3
var § 2 . [ .
et E(— = N-*12 = 09,0707 == N3
s? o7 \/s \/s
6. — Commentairves

I,a variance de § ainsi calculée est une valeur moyenne. Iin fait, cette variance
est trés fluctuante, en particulier dans le cas ou la surface S a un contour polygonal
(voir plus loin le cas du rectangle).
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11 faut donc utiliser ces formules avec prudence.

Dans l'exemple traité par J. BoucHON, le périmétre de la surface est formé
par 2 cercles, I'un de rayon 5,04 cm, I'autre de rayon 2,82 cm intérieur au premier.
La longueur du périmétre de cette surface est égale a 53,16 cm ; la surface est égale
a 75 cm? ; le coefficient de forme est donc égal a 6,14. La variance de l'estimation a
I'aide d’une grille de points & maille carrée de T cm de coté est estimée égale a 3,59
par J. BoucHoN (d’aprés la formule utilisée et les résultats expérimentaux). Ia for-
mule développée ici donne une valeur de 3,76. Noter que ces valeurs sont indépen-
dantes de la position relative du petit cercle a 'intérieur du grand cercle.

Une autre série de résultats expérimentaux provient de J. M. DELORD (Inventaire
forestier national a Liyon). Les coefficients de forme sont égaux a 7,2 et 14,5 environ.

Erreur relative (9%,)
Cf n
Observée Calculée
7,2 116 2.6 2,0
30 4,4 5,6
14,5 29 7,8 8,1

F. LOETSCH et -all. (1973) présentent une autre série de résultats expérimentaux
obtenus avec des grilles a mailles carrées :

Cf = 4,67
formule proposée par LorrscH = Log E% = 1,782 — 0,76 log »n
formule obtenue ici = Log E% = 1,759 — 0,75 log n

avec EY, = erreur relative en %,
et n = nombre de points intérieurs a la surface.

Les résultats suivants donnent E9, pour divers cas. La premiére valeur est
celle observée par Loxr1scH, la seconde est obtenue par les formules présentées ici.

Cf " L9, observée E9%, calculée
6,0 138 1,2 1,6
70 2.5 2,7
35 3,3 4,6
6,5 156 1,2 1,5
79 21 2,5
39 5,0 4,3
6,8 115 1,2 2,0
59 3,0 3,3
29 4,2 5,6
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Lorrsca donne aussi quelques résultats obtenus avec une grille de paralléles
placées perpendiculaivement a la plus grande dimension de la surface.

L’intervalle est égal a 1 cm.

1
. 1 N A » ! N
Périmetre (cm) ‘ Cf 1Y%, observée ' 1295 calculée

34,9 6,0 1.7 ‘ 2,3
40,4 6,5 1,4 1 2,9
— i — — — 7‘ e = 1 PTEPSS
36,7 6,8 1,3 ; 2,8
17,2 | 4,7 0,4 ! 0,9

‘ !

e = <o i e e ——— B —————

On trouvera plus loin une explication de ces différences.

II. — APPROCHE DIRECTE DE LA VARIANCE

1. — Retour a la formule générale
var § = a*h? { E (var Em;) + var (E Smy) }

Cette expression est définie comme suit : I (var Zmy) est la valeur moyenne
de la variance du nombre de points sur les lignes, et var (Ii Xm;) est la variance du
nombre moyen des points sur les lignes, c’est-a-dire les longueurs interceptées par
S sur les lignes paralléles a un coefficient pres.

a) Le terme E (var Zmy) est relativement stable en général.

En effet, considérons 2 paralleles quelconques, portant m; et m; points tels que
i = (m,- - j’:) bet Zj = (le -+ /)}) b.

Posons : ¢, = probabilité (m; points sur /; et m; sur ;)

t, = probabilité (m; sur [; et m; + 1 sur /;)
ty = probabilité (m; - T et m;)
t, = probabilité (m; - 1 et m; -+ 1).

avect, + b+ b+ =16+ 14 = pietl + 6, = P
Un calcul simple montre que :
Covariance (mi, m;) = t, t, — b, &

dont la valeur moyenne est nulle.
’ ’ - %! - ol 1z
On a dong, en général : Ii (var Zm,) = 1% (2 var my) =
comme dans le cas ot les lignes de points sont indépendantes les unes des autres,
les points étant alignés sur les lignes, mais non alignés dans le sens perpendiculaire
aux lignes (forme de grille de points que 'on pourrait utiliser).
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On verra plus loin que les covariances peuvent étre grandes, la variance de §
prenant alors des valeurs treés grandes, de 'ordre de #®, mais ce cas ne se présente
qu’avec une fréquence trés faible en théorie.

b) Le terme var (E Xmy), qui, a un coefficient prés, est 'expression de la variance
de § dans la méthode des paralleles, peut fluctuer de fagon importante en fonction
des sauts de la fonction f(x) (voir ci-dessous).

On appelle saut, une variation rapide de cette fonction, par exemple dans le
cas ot elle s’écrit :

f(¥) = constante 4 A (x — ®)=

ol ® est une constante comprise entre o et a et o compris entre o et 1.

2. — Méthodes des paralléles. Cas du cercle

Tin reprenant les notations du § I-1, on voit que dans chaque intervalle défini
par le réseau fixe, la longueur /i du segment intérieur a S sur la paralléle du réseau
mobile compris dans cet intervalle, donne une estimation de la surface intérieure
a S délimitée par les deux paralléles voisines du réseau fixe.
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Fic. 3. — Istimation d’une superjicie par la méthode des paralléles

Area estimation by transects

Avec des notations évidentes (voir fig. 3), on a:
n—

L
S = s; + Sk -+ Sa
=

ot S=al,+ a Xl + al,

On peut exprimer /; par un développement limité centré sur la valeur de / au
milieu de I'intervalle, sauf en présence d’un saut important.
Dans le cas général, I'expression de var § est complexe et suppose que la fonc-
tion f(x) soit connue, au moins approximativement.
Dans le cas d'un cercle de diametre D, les sauts ne se trouvent que dans le pre-
mier et le dernier intervalles et ils sont de la forme :
D

2 \/aD \/0 + ®ou O = = et ® compris entre o et ok 20 = a

ce qui est une approximation de ’équation du cercle.
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Dans ce qui suit, on suppose que le réseau fixe est placé de telle sorte ques, =
su et que, entre les milieux des 2°¢ et avant-dernier intervalles,

= |f’ et Xf" = J‘f" ou " et [ sont les dérivées de f(x)

Fn calculant E (§ — s)2, on obtient :

. a:\/dD 8a*D (1
var .§ = W (r + ®)t — '9 > 4+ @© 2 (1 | D)2
-+ 32161;9 (; -+ (]))5/2 (1 -+ (l))fw2 — 1(2)2 a*D (é - (1))7/2 (1 -+ (D),]/z
6
+ 4a°D (2 + (b)z — —’94 @D C 4 (D)3 =@ DO

Les termes en (1 -|- @) représentent les dérivés de la fonction f(x) au milieu des
2¢ et avant-dernier intervalles.

Les valeurs prises par var § sont schématisées dans le graphique de la fig. 4.
On a porté sur le méme graphique les valeurs prises par var § lorsqu’on supprime
les termes (1 -+ @), ainsi que quelques valeurs obtenues par simulation approxima-
tive sur un calculateur de poche programmable.

Vor §
a3D
0,1

0,10

»

0,01 | “‘npirlmlnlos
0 1 1 1 1 1 1 It i 1 1
0 0,25 0,50 Diamétre (¢)
Ti6. 4. — Variance $ en fonction de @ pour le cercle

Variance of area estimation § as a fonction of ® for a circle

exact formula
~— — — — approximate formula
. experimental values
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En supposant que @ est distribué uniformément sur son intervalle de variation,
la valeur moyenne de var § peut étre calculée. Une intégration numérique donne :
I (var §) = 0,0576 a*D = 0,0183 a®l
La suppression des termes (1 - @) suppose que les dérivées de la fonction f dans

les 2¢ et avant dernier intervalles sont indépendantes de ®. Dans ce cas, la valeur
moyenne de var § est :

I (var §) = 0,0608 a*D = 0,01094 a*

Le terme correspondant, donné par G. MATHERON est :

E (var §) = 0,0009 a*D

3. — Méthode des paralléles. Cas général

11 s’agit ici d’expliquer certaines méthodes parfois utilisées (voir F. YATES,
1960) en précisant les coefficients, encore que ces méthodes ne soient pas tout a fait
satisfaisantes en pratique.

Ces méthodes consistent & prendre en compte les carrés des différences entre
liet !l ,,, la variance s’exprimant sous la forme :

2

var § = coefficient x) (b, — 4i)®
i

Si, dans un intervalle 7, le saut est unique et de la forme :
% . ;
aR; (d — (D)“ avec o compris entre 0 et 1 et @ entre o0 et 1, et si I'on place une

paralléle au hasard dans cet intervalle, la part de la variance due a cette parallele
est égale a :
vat & — gige 4 T O {1 — Djras

20 + I (¢ 4 1)
Ia valeur du saut dans cet intervalle est :
Ai = aR; (1 — D)=
ar §; . .
La valeur moyenne de VA—?: est égale a :

varg ] [ sedztr |,

A 6(x + 1)% (20 + 1)

. 7 X @A a? T a?
Cette expression est égale a § pour o = 0, Topoura = et 1z pour & = I.

. 1
En général les sauts sont de la forme ot « = , 00 = Icton prendra donc :

A2; a2 . az &
var §i = ——etvar§ = - Y Ay

A; est pris égal a la différence entre 2 valeurs de /; consécutives avec l, = [» 4 T = 0.
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On prendra 6 au lieu de 10 si le périmétre de S est en escalier, partout ou seule-

ment localement.
Si les sauts sont 4 peu prés également répartis dans tous les intervalles, A;

peut étre estimé, en premiere approximation, par le rapport du diameétre apparent
de S, dans le sens perpendiculaire au réseau, divisé par la moitié du nombre d’inter-
valles utiles. Ceci explique pourquoi il y a intérét, le plus souvent, a placer les paralléles
perpendiculairement au grand axe de S.

L’erreur relative de I'estimation de § est égale A :

/ (e — b)?
\ 10

2l

4. — Méthode des paralléles. Cas particulier du rectangle

Pour le rectangle, la valeur de var § s’exprime sous la forme a*/ en général, sauf
si 2 cOtés sont paralleles au réseau de paralléles ou aux lignes de points.
Soit un rectangle de cotés A et B paralléles et perpendiculaires aux lignes de

points et soit :
A = (n, + p,) a avec p, compris entre o et 1
B = (m, + p,) b avec p, compris entre o et 1

a) Réscau de paralleéles d’intervalle a :
$ = 1, Ba
s = L§ = (n, + p,) Ba
I

var § = p, (I — p,) B2 < ;*B?u3
% i L
E var § = & B2a® = 0,167 B2a?®

On remarquera que p, est égal a 2d défini dans le cas du cercle (§ 2, ci-dessus).

b) Grille de points systématique d’intervalles a et b.

§ = Nab.
Reprenons le raisonnement et les notations du § II. 1 a) ci-dessus.
Nous avonsicit, = ¢, = oett, = 1 —t, = p, et donc cov (mi, m;) = p, (I — pa).

Par conséquent, on peut écricre :
var § = B2a2p, (I — p,) + Ab*p, (T — p,) < i (B2az + Az20?)
E (var §) = ; (Bia* A%

Pour un carré et une grille a maille carrée, on a :

/
Ii (var §) = 0,021 a%* = 0,084 / a*N
VS

¢) Remarques.
En théorie, une telle position du rectangle par rapport a la grille ne peut se ren-
contrer qu’exceptionnellement, la probabilité pour qu’elle se présente étant infinité-

simale.
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Yin pratique, cependant, cette position semble attirer 'opérateur. On doit donc
imposer des régles pratiques interdisant l'apparition de cette position.

Si un seul coté de S est rectiligne, une autre solution consiste a imposer (ue ce
coOté soit placé a égale distance de 2 lignes successives, ou perpendiculaire aux paral-
leles du réseau.

5. — Commentaires

Les résultats ci-dessus et ceux obtenus par G. MATHERON (1965) montrent donc
une certaine concordance entre eux et avec les résultats expérimentaux.

11 faut remarquer que var § peut fluctuer considérablement :

— avec 2 (ou diametre apparent de S dans le sens des lignes) ;

— avec les sauts du périmetre I, en fonction de l'orientation du réseau par
rapport aux sauts ;

— avec le reste (2®) de la division du diamétre apparent par l'intervalle du
réseau (voir fig. 4).

I faut donc étre prudent dans I'estimation de s, et par conséquent définir des
régles pratiques qui évitent qu’il n’y ait des sauts importants dans le sens des lignes
(paralléles ou lignes de points).

II. — GRILLE DE POINTS PSEUDO-SYSTEMATIQUE
A MAILLE CARREE

Considérons un double réseau de paralléles, le second étant perpendiculaire au
premier, et de méme intervalle a.

Supposons que, dans chaque carré défini par ce double réseau, on place un point
au hasard.

Ces points forment une grille pseudo-systématique a maille carrée.

Placons cette grille sur la surface S (fig. 3).

o /\._/7/. DNIE
o ../ . .o T el .\. .
'{ °l e o. ° .‘/ . .
Nl LA
| " | A ]n .
of *| e u’/o ¢ L

Ny=15 Njp=30
Fic. 5. — Grille de points pseudo-systématique & maille carrée

Pseudo-systematic dot grid
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N points tombent dans S. Ta superficie s de S est estimée par § = Naz2,

Parmi les carrés contenus dans S ou traversés par le périmetre I, de S, N, sont
entiérement intérieurs a S et 2 N, (a une unité pres) sont traversés par L. En moyenne,
ona N = N, -+ N,.

Dans un carré traversé par L, une superficie pa® (avec p inférieur a 1) est inté-
rieure & S et la probabilité pour que le point de ce carré tombe dans S est égale a p,

. ; x I
avec une variance égale a p (1 — p) dont la valeur moyenne est g
Par conséquent :

) S I
var § = 2 Nya* - = —~ Npa*
6 3

Le périmétre I, de S entre dans un carré en traversant une ligne du double réseau.
Le nombre de carrés traversés est, en moyenne, égal a ¥, (2N,), soit :
. 4l
E BNy = =
a
et par suite :

2
E (vars) = — @l = 0,212 ¥

7T

expression. qui peut. étre réécrite sous la forme suivante :

! o
E (var §) = 0,212 - at JN

VS
ou encore :
. [var s I
1&(—* ) = 0,212 J N-3/2
S

g2

T,a variance de lestimation obtenue avec une grille pseudo-systématique a
maille carrée est égale a 3 fois la variance de l'estimation obtenue avec une grille
systématique de méme maille.

Par contre, la fluctuation de cette variance est beaucoup plus faible puisqu’elle
ne dépend que de celle de N, (ou 1), ce qui signifie que I'utilisation d’'une telle grille
peut éviter des erreurs grossieres.

Dans le cas du rectangle du paragraphe II-4, il vient approximativement :
var § = 0,167 a’l.

Alors qu’'une grille systématique peut étre construite avec un matériel réduit,
ce qui permet de choisir une maille en rapport avec l'intensité du sondage désiré,
une grille pseudo-systématique est plus difficile a construire puisque chaque point
doit étre placé au hasard dans le carré correspondant.

CONCLUSION

Tn notant Cf le coefficient de forme, égal a la longueur / du périmétre divisée
par la racine carrée de la superficie s, les différentes formules donnant la variance
de l'estimation § de s, s'écrivent :



PRECISIONS DE SURFACE ESTIMEE PAR GRILLE DE POINTS 269
— Pour l'estimation par grille de paralléles d’intervalle a :
var § = 0,0177 a’l = 0,0177 Cf a/s

— Pour l'estimation par grille de points systématique a maille carrée de coté

var § = 0,0707 Cf a'\/N = 4 x 0,0177 a*l

N

— DPour l'estimation par grille de points pseudo-systématique a maille carrée
de coté a :

var § = o,212 Cf a‘k/ﬁ = 3 X 0,0707 Cf a®\/N = 12 X 0,0177 a®l

Ces formules sont confirmées par I'expérience mais les régles pratiques d’appli-
cation doivent étre définies de telle maniere a éviter les cas aberrants.

Regu pour publication en mars 1976.

SUMMARY

ACCURACY OF AREA ESTIMATION BY THE DOT GRID METHOD
AND BY TRANSECTS

This paper presents a method of computing the accuracy of the area estimation by the dot
grid method and by transects. Cf being a form coefficient, equal to the length / of the area peri-
meter divided by the square root ot the area s, different formulas are obtained, giving the variance
of the area estimation § :

— with transects (parallel lines of interval a) :

var § = 0,0177 a®l = o,o177 Cfa? '\/;
— with a dot grid : square grid of side a and N dots systematically allocated inside s :
var § = o,0707 Cfa! \/ﬁ = 4 X o0,0177 a’l

— with a dot grid : square grid of side 2 and N dots inside s, each dot being located at random
in a square of side a (pseudo-systematic dot grid) :

var § = 0,212 Cfat \/ﬁ = 3 X o,0707 Cfa* \/ﬁ

These formulas are corroborated by experimental results from BoucHoN (1975), LOETsCH
(1973) and DELORD and theoretical results from MATHERON (1965).
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